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^ 1. Bestimmung der Lage eines Punktes auf einer Geraden. 

1. Es sei X^X eine gegebene Gerade und attf 
dieser spi ein bekannter Punlit. Die Lage eines 



anderen Punktes Ä äer Geraden lälst sich dann dadurch 
bestimmen, tlal's man die Gröfse der Linie OA angiebt 
und nach welcher Seite hin A liegt. Um zwischen den 
beiden Eichtungen zu unterscheiden, in welchen man 
von aus gehen kann, nennt man die eine positiv und 
die andere negativ. Die Kichtimg gegen X sei die po- 
sitive, die gegen X^ die negative. Geht man von einem 
Punkte zu einem anderen, so setzt man den Buchstaben 
auerst, der den Punkt bezeichnet, von dem man aus- 
geht. AB ist hier also positiv, wenn B rechts von A 
liegt, negativ, wenn B links von A liegt. AB und BA 
bezeichnen deshalb dieselbe Länge, aber in entgegen- 
gesetzten Eichtungen durchlaufen, so dafs man immer 
hat: AB BA. Der festePunkt heifst Anfangs- 
punkt, «nd OA heifst die AbscJsse des Punktes A. 
Wird diese mit x bezeichnet, so hat man 

Oä = x, 
und je nachdem a; positiv oder negativ ist, liegt ^1 rechts 
oder links von 0. Ist a: als unbcnannte Zahl gegeben, 
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so wird stets angeEommen , dal's eine gewisse Strecke 
als Längeneinheit gewählt ist. 

Ein Stück (Abschnitt) der Geraden, weiches auf die 
angegebene Weise durch Vorzeichen gemessen wird, 
heifst eine Strecke, Liegen mehrere Strecken auf einer 
Geraden, so wechseln dieselben sämtlich das Vorzeichen, 
sobald man auf der Geraden die engegengesetzte Rich- 
tung als positiv nimmt. 

Dadurch dafs man die Richtung durch ein Vor- 
zeichen bestimmt, erreicht man also, dafs einer gege- 
benen Abscisse nur ein Punkt entspricht, während man 
vorher, wenn der Abstand gegeben war, die Wahl zwi- 
schen zwei Pimkten hatte. 

1. Wähle eine Längeneinheit und bestimme die Punkte, 
deren Abscisson -+-3, —2, — l/S und -\-Y2 sind. 

2. Beatimme die Punkte Ä, B, C und D so, dafs 
0^1 = — 3, AB=--^~2, BC^VlS, CD = —1. 

2. Geht man von einem Punkte zu einem 
zweiten, von diesem zu einem dritten, von 
diesem zu einem vierten u. s. w, und addiert die 
durchlaufenen Strecken (mit ihren Vorzeichen), 
so erhält man dasselbe, als wenn man sogleich 
vom ersten zum letzten Punkte gegangen wäre. 

Denn da man keine Sprünge macht, so mufs jede 
Strecke, welche in der einen Eichtung zu viel zurück- 
gelegt ist, auch in der entgegongesctztcn Richtung zurück- 
gelegt sein und also durch die Addition verschwinden. 
Man hat also : 

AB = AC+CD + I)i;+EF-\-FB, (1) 
wie auch die Punkte belegen sein mögen. 
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3. Den Abstand des Punktes A mit der 
Abscisse .^i von B mit der Abscisse ^^ zu be- 
stimmen, 

4 Maß b 

Man hat (1): 

AB = AO-\-OB '^ ~x,-^x^. 
Der Abstand von einem Punkte bis z« einem 
zweiten ist also gleich der Abscisse des zweiten 
Punktes, vermindert um die Abscisse des ersten. 

4. Die Abscisse a- der Mitte der Strecke 
AB zu bestimmen. 

Bezeichnet M die Mitte, so mufs AM^MB sein: 
aber AM = x~ie^, MB^x^—n, folglich 

.^^p-'-. (2) 

5. Die Abseisse eines Punktes a zu be- 
stimmen, dessen Abstände von A und B sich 
wie m zu w verhalten. 

Man hat, wenn $^ die Abseisse von a ist, 
aA:aB = m:n 
oder 

(^,-f,):(^,-f,) -.»:«, 
woraus 

f, - ^JEi!— ■ (3) 

Ist m : n positiv, SO haben aA und aB gleiche Vor- 
zeichen, so dars a auf der Verlängerung von AB liegt; 
ist m:n negativ, so liegt a zwischen A und B. Von 
zwei Punkten, welche Verhältnissen entsprechen, die gleich 
grofs mit entgegengesetzten Vorzeichen sind, sagt man 
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wie bekannt, dafa sie cUe Strecltc AB harmonisch 
nach diesem Verhältnis teilen. Bezeichnet man dies 
Verhältnis durch ^, so werden die Äbscissen der beiden 
Punkte 



u — 1 ' ^^ « + 1 



f^^^-^-ü; ^^^^-i^-l. (4) 



Die beiden Punkte heifsen zugeordnete Punkte. 
Pur ^ = fallen beide Punkte auf a^, für /« = oo auf 
.Bgi so dafs jeder der gegebenen Punkte sein eigener 
zugeordneter Punkt wird. Einem ^ ^ 1 entspricht 

f j = o;, ^j = '-J-JJ-1-? , so dafs die Mitte von AB und 

der unendlich ferne Punkt der Geraden zugeordnet 
^Verden. Hieraus ersieht man, wie die Punkte sich be- 
wegen , wenn fx sich verändert. Während ft von bis 
1 wächst, geht der eine Punkt von A bis an die Mitte 
der Strecke, sein zugeordneter von A bis an den un- 
endlich fernen Punkt der Geraden; während it von 1 
bis CO zunimmt, geht der erste Punkt von der Mitte 
bis B, der zweite von dem unendlich fernen Punkte bis 
B. Der Übergang von der einen Seite der Iiinic zu 
der anderen geschieht durch den unendlich fernen Funkt; 
man stellt sich das am besten dadurch vor, dafs man 
die Linie als einen unendlich grofsen Kieis auffafst 

Löst man die Gleichungen (4) mit Beznhimg iuf 
.1^1 und ii'j, so erhält man 
;" + ! . 




woraus hervorgeht , dafs, wenn 

und b die Strecke AB harmonisch nach dem 



y Google 



Verhältnis /i teilen, diePunltte A und B die 
Strecke ab harmoniscli nach dem V«rlia. Itiiis 

'--^— ^ teilen. 

Eliminievt mao /t aus den beiden Gleichungen (4), 
80 erhält man eine Gleichung, welche für alle "Werte 
von ^ gilt, also für vier beliebige harmonisch verbundene 
Punkte. Man benutzt am zweckmäfsigsten die Gleichung, 
welche zur Bestimmung von f ^ diente, und setzt ß statt 

— ; dann hat man 

-1 — l}- = fi, und dem analog '-^---^~- =-. —ft, 
so dafs 

die Gleichung wird, welche zwischen den Abscissen von 
vier Punkten stattfinden mufs, damit dieselben harmo- 
nisch liegen. 

Dividiert man in (5) die Dividenden beziehungs- 
weise durch .Uifi und x^^^ und die Divisoren durch 
iCjfj und Ä'^fg (was wie leicht ersichtlich erlaubt ist), 
so erhält man nach TJmkchrung der Vorzeichen 

i „ Jl i_ _ 1 

hieraus geht hervor, dal's wenn vier Punkte har- 
monisch liegen, a.uch die Punkte harmonisch 
liegen, deren Abscissen diereciproken We r t e 
von denen der ersteren sind. Diese Gleichung 
läfst sich oft leichter anwenden als die erste, wenn mau 
nachweisen soll, dafs vier Punkte harmonisch liegen. 



y Google 



6 



Kimmt man die Mitte von AB 'unii Anfangspunkt, 
so wird (5) einfacher, denn dann liat man a:^ =^ — a;,. 
Setzt man dies ein, so erhält man nach Fortschaffung 
der Brüche 

^/ = fif,, (6) 

woraus hervorgeht, dafs der Abstand der Mitte 
von eine m der gegebenen Punkte die mittlere 
Proportionale zwischen ihrenAbständen von 
zwei zugeordneten Punkten ist. 

Nimmt maß den einen gegebenen Punkt zum An- 
fangspunkt, so dafs K. B. x^ = 0, so erhält man 

1 = 1-1, (7) 

ivodurch ausgedrückt wird, dafs .«i die mittlere har- 
monische Proportionale {das harmonische Mittel) 
zwischen fi und f^ ist. 

3. Bestimme ^j, ^2 '""^ Z-': >veiin x-, und x^ sowie 
nö = fc gegeben sind. Wie heatimmt nian a und 
6 dni'ch Konstniktioii V 

4. Beweise, dafs die Ainlichkeitßpunktc zweier Kreise 
die Centrale harmouisct teilen. 

i^ 2. Winkel. 

6. Citatt dor bisher gebrauchten Winkeleinheit be- 
dient man sich oft mit Vorteil einer anderen. Die 
neue Einheit ist der Winkel, dessen Bogen 
(den "Winkel als Centriwinkel genommen) 
ebenso lang ist wie der benutzte Eadius. 
Diesen "Winkel (für den man keine besondere Bezeich- 
nung oder Benennung angenommen hat, der aber ge- 
meint wird, wenn der Winkel durch eine unbenannte 
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oder reine Zahl angegeben wird) findet man in Graden 
ausgedrückt, wenn raan in der bekannten Forinol 



wo g die Anzahl der Grade, b die Bogenlänge und v 
den Radius bedeutet, h = r setzt. Man erhält dann für 
die neue Einheit in Graden 

^^° oder 57°,29577 = 57''17'44'S8 .... 

Die Anzahl g der Grade eines Winkels, der durch die 
Zahl n gemessen wird, ist dann 

180 180 ,0, 

(j = 71. — , woraus n ^ g: — . (8) 

Mittels dieser beiden Formeln wird ein Winkel aus der 
einen Einheit in die andere übertragen. Zur Erleich- 
terung der Eechnung merke man sich 

logl^ = 1,7581226. 

Der rechte Winkel wird in dei' neuen Einheit durcli -^- 
ausgedrückt. 

Nimmt man den Grad als Einheit, so erreicht man, 
dafs Bogen und Centriwinkel dieselbe Anzahl von Graden 
haben; durch die neue Einheit erhält man einen ein- 
fachen Ausdruck für die Bogenlänge, nämlich 

i_»,;„^J-. (9) 

Der Winkel ist hier also das Verhältnis zwi- 
schen Bogenlänge und Radius oder die Bogen- 
länge für den Radius 1. 

7. Zwei Linien bilden mehrere Winkel mit ein- 
ander; um eine nähere Bestimmung zu erhalten, soll 
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u 11 1 r dorn W i n l( c 1 zweier Linien d e t Winkel 
zwischen ihren positiven Richtungen ver- 
standen werden. Da man sich den Winkel durch 
Drehung entstanden denkt, so bleibt noch eine Unbe- 
stimmtheit zurück, da es fraglich sein kann, von welchem 
Schenkel aus die Drehung begonnen, und in welcher 
Richtung sie ausgeführt ist. Die erste Unbestimmtheit 
vermeidet man, wenn man nicht mehr vom Winkel 
Kwisehen zwei Linien spricht, sondern vom Winkel 
von einer Linie bis zu einer anderen, die 
zweite, wenn man die in dei' einen Umlaufsrichtung 
beschriebenen Winkel als positiv, die in der anderen als 
negativ rechnet. Als negative Dmlaufsrichtung soll hier 
diejenige genommen werden, welche die Zeiger der Uhr 
haben. Durch einen einzelnen Buchstaben, z. B. L, 
wird die positive Eichtung einer Linie bezeichnet und 
durch (LL^) der Winkel von L bis i,. 

Da hier nur an die Richtung der Linien, mit denen 
man zu thun hat, gedacht wird, so kann man sich die- 
selben parallel verschoben denken, bis alle durch den- 
selben Punkt gehen. Ihre Lagen werden dann durch 
den Winkel bestimmt, den sie mit einer durch diesen 
Punkt gezogenen festen Geraden bilden. So ist die 
Linie L bestimmt, wenn 

(Oi) _ «, 
wo a einen gegebenen positiven oder negativen Winkel 
bedeuti'L 

Jedem Weite von a entspricht nur eine Lage von 
i, wählend dagegen einer gegebenen Lage von L un- 
endlich viele AVerte von a entsprechen. Die Lage der 
Linie wird nämlich nicht dadurch verändert, dafs man 
dieselbe eine beliebige Anzahl von ganzen Umdrehungen 
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in positiver oder negativer Eichtung machen läfst. Da 
eine ganze Umdrehung durch 2-n: ansgedriickt wird, 
werden also die Winkel 

a und « -j- 2p7i 
dieselbe Lage der Linie bestimmen, gleichgültig welche 
ganze positive oder negative Zahl p bedeutet. 

8. Die Untersuchung, welche oben für Punkte, die 
auf einer Geraden liegen, durchgeführt wurde, läfst sich 
fast wortg;etreu auf Linien durch einen Punkt über- 
tragen. Hier bezeichnen A, B, C, D, E und F also 
Linien und (0^1), (OB), (OCj ihre Winkel mit der 
Anfangslinie, Man hat dann, wenn man wie vorhin 
überlegt, 

(AB) = iAC)-Jr{CB)-^{DE) + {BF) + {FB) (10) 
also z. B. 

{AB)^—(BA]\ (AB) ---^ —(OA]^{0B). (11) 
Die letzte tileichung zeigt, dafs der Winkel von einer 
Linie bis zu einer anderen gleich der Differenz zwischen 
den Winkeln der zweiten und der ersten mit der An- 
fangslinie ist. Auf ähnliche Weise sieht man, dal's die 
Linie, welche den Winkel zwischen zwei an- 
deren halbiert, mit der Änfangslinie einen 
Winkel bildet, welcher gleich der halben 
Summe der Winkel der beidengegebenenLinien 
mit der Anfangslinie. ist. Sind die Linien nur durch 
ihre Lt^en (aber mit gegebenen positiven Richtungen) 
gegeben, so dafs ihre Winke) z. B. beziehungsweise durch 

a-{-2pn und «, +2p,7z 
ausgedrückt werden, so wird der Winkel der Halbierungs- 
linie 



yGoosle 



10 

und dieser bestimmt, da (p+pj'r eine willkürliche 
Anzahl von halben Umdrehungen ausdrückt, die Rich- 
tungen beider Halbierungslinien. 

Sind die positiven Richtungen der Linien nicht 
gegeben, so werden dieselben durch eine wiilkürlicho 
Anzahl ¥on halben Umdrehungen nicht verändert, so 
dafs ihre Winkel sich ausdrücken lassen durch 

a +pn und a 1 + p , TT 
und der Winke! der Halbierungslinie durch 

dieser Ausdruck bestimmt, da sein zweites Glied eine 
willkürliche Anzahl von rechten Winkeln ausdrückt, zwei 
auf einander senkrechte Linien. 

Es ist zu beachten d^fs alle diese Resultate selbst 
dann gelten wenn die Linien nicht durch denselben 
Punkt gehen di eine Parallel Verschiebung der Linien 
die Winkel nicht verändeit. 

5. Wie weiden Wmkel vou Leziohuagsweise 270°, 
17°W, 129°12'30", 81°1'36" nach der neuen 
Einheit ausgedrückt? 

6. Wie wei^deii Winkel von beziehuogs weise -r-, 0,3005, 

2,2551, V^ iü Graden, Minuten und Sekunden aus- 
gedrückt? 

7. Welchen Winkel mit der Anfangsliuie bildet die 
Linie, welche den Wiukel zwischen den Linien hal- 
biert, deren Winkel mit beziehungsweise —30° 
und 118° betragen, und wie grols wird der ge- 
suchte Winkel, wenn die eine von den gegebenen 
Linien die positive Eichtung mit der negativen 
vertauscht? 
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§ 3. Die trigonometrischen Verhältnisse. 

9. Zwei LiöieQ schneiden sich in 0. Auf der 
einen wird das Stück OÄ abgetragen und auf die an- 
dere als 0^1 projiciert. 
Das Verhältnis OA^ : 
OA wird danü das- 
selbe bleiben, einer- 
lei wo man auch den 
Punitt A wählen mag. 

Das folgt daraus, dafs 
alle Dreiecke OAA.^, welche entstehen, wenn man A 
an verschiedenen SteUcn wählt, ähnlich werden. Wählt 
man A auf der Verlängerung der Geraden über hin- 
aus, so wechselt OA das Vorzeichen, aber gleichzeitig 
fällt auch Ä y auf die andere Seite von 0, so dafs auch 
0.4 1 das Vorzeichen wechselt. Das Vorzeichen des 
Verhältnisses bleibt also auch stets dasselbe. 

Die üröfse dieses Verhältnisses hängt also nur von 
der Gröfse des Winkels zwischen den beiden Linien ah. 
Es bleibt dasselbe, welche TJmlaufsrichtung man auch 
als positiv nehmen mag, so dafs es nicht von dem Vor- 
zeichen des Winkels abhängt, sondern nur von dessen 
oamerischer Gröfse. Es wechselt das Vorzeichen, wenn 
man auf einer von den Linien die entgegengesetzte 
Richtung als positiv nimmt. 

Obgleich das Verhältnis durch den Winkel bestimmt 
ist, so kann man dasselbe doch nicht, wenn der Winkel 
gegeben ist, mittels der in der Geometrie mitgeteilten 
Sätze berechnen. 

Indessen ist es sehr wichtig, dies Verhältnis finden 
zu können, wenn man den Winkel kennt, und umgekehrt, 
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da man dadurch eine giofso Menge von Aufgaben lösen 
kann, welche aufserhalb des Bereichs der bisher mit- 
geteilten Methoden fallen. Man hat deshalb ein füi' 
allemal nach später zu erwähnenden Methoden eine 
Tafel berechnet, in der man, wenn der "Winkel gegeben 
ist, das Verhältnis finden kann, und umgekehrt. Das 
Verhältnis ist im allgemeinen irrational, so defs man 
sich damit begnügen mufs so viele Decimalen anzugeben, 
wie die jedesmalige Anwendung verlangt. Einer ähn- 
lichen Methode hat man sich in der Algebra bedient, 
wo eine grol'se Menge von Gleichungen sich auf die 
Gleichung 10' = o zurückführen lassen, in der a eine 
positive ganze Zahl bedeutet. Die Iiogarithmentafel ist 
nichts anderes als eine Tafel, welche die Auflösungen 
dieser Gleichung für alle Werte von a bis zu einer ge- 
wissen Grenze enthält. Diese Methode ist in Wirklich- 
keit in der Mathematik die gewöhnliche. 

Eine Gröfse, welche von einer anderen derartig ab- 
hängig ist, dafs sie sich aus derselben berechnen läfst, 
heifst eine Funktion dieser anderen Gröfse. Dafs y eine 
Funktion von *■ ist, wird durch ^=/{«) ausgedrückt, 
wenn man nicht weifs, welche Abhängigkeit «wischen 
// und A' statt findet. Einer bestimmten Abhängigkeit 
giebt man einen bestimmten Namen; so sind 
^ = «8; y = \/^; »/ = 5*; i'=l0g^ 
Beispiele für verschiedene Funktionen von x. Läfst die 
Abhängigkeit sich nicht durch Kombinierung früher be- 
kannter Funktionen ausdrucken, so hat man eine neue 
Funktion, und man führt dann eine neue Bezeichnung 
ein. Das ist eben der Fall mit dem oben erwähnten 
Verhältnis. Ist « der "Winkel, so nennt man das Ver- 
hältnis den Cosinus von a und schreibt cos«. Diese 



y Google 



13 



und die foJgenden trigononietrischen Funktionen, 
welche demnächst Erwähnung finden werden , heifsen 
periodisch, weil sie sich nur nach der Lage der Linien 
richten, die periodisch (nämlich nach jeder ganzen Um- 
drehung) dieselbe wird, und nicht nach der Anzahl von 
ganzen Umdrehungen, welche möglicherweise zurück- 
gelegt ist. Dieselben werden daher nicht verändert, 
wenn man /.n dem Winkel 2p7i, also p Umdrehungen, 
addiert. 

Da das Verhältnis to»(/ dasselbe bleibt, wo man 
auch A wählen möge, so setzt man, um die Untersuchung 
zu erleichtern OÄ = 1. Man erhält dann cosa = OA^; 
doch hat man zu beachten, dafs OA, nicht mehr die 
Strecke bedeutet, sondern die unbenannte Zahl, welche 
das Verhältnis derselben zu der gewählten Einheit an- 
giebt. Man denkt sich dann den Winkel variierend, 
indem man OA von der festen 
Lage OX ausgehen und sich 
in der positiven Umlaufs- 
richtuug drehen läfst. Für 
OX wählt man die positive 
Hichtung gegen X Die 
beiden auf einander senk- 
rechten Durchmesser teilen 

den Kreis in vier Quadranten, welche, der positiven 
Umlaufsrichtung folgend, der Iste, 2te, 3te u. s. w. 
heifsen. Vom Winke! sagt man, dafs er in dem Qua- 
dranten liege, in welchem OA sich helindct, wahrend 
der andere Schenkel OX fest liegt. 

Im ersten Quadranten geht dann a von bis ^, 
cosa von 1 bis 0, im zweiten Quadranten geht a vou 
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im dritten Quadranten 
-1 bis und im vierten 



Periode für coau von neuem. Der cos ist also positiv 
im ersten und vierten, negativ im zweiten und dritten 
Quadranten und bewegt sich beständig Kwisclien den 
Grenzen +1 und —1. 

10. Dreht man die Linie OX um einen Winkel 
^, so gelangt sie in die Lage OY, deren positive Rich- 
tung von nach Y gellt. Projiciert man OA auf diese 
Linie, so erhält man ein neues Verhältnis, das durch 
OA^ dargestellt wird und Sinus von « {dna) genannt 
wird. Man sieht, dafs der sin im ersten und «weiten 
Quadranten positiv, im dritten und vierten negativ ist 
und dafs 

sinO = 0, sin^ = 1, sinn- =-- 0, sin-^ = — 1. 

sina heivegt sich also auch zwischen -|-1 un'ä — 1- Diß 
Funktion sina ist der Bequemlichkeit wegen eingeführt, 
war aber nicht notwendig, da sie leicht durch coaa be- 
stimmt wird. Man hat nämlich für alle Lagen OA^ 
= A-^A, und also aus dem rechtwinkligen Dreieck OÄ^A 
sin^a + cos'^« = 1, (12) 



sin« = 4rl''l — cos^a; cos« = ±1/1 — sin^«. (13) 
Man sieht, dafs einem gegebenen Werte des einen Ver- 
hältnisses zwei Werte des anderen entsprechen, die nu- 
merisch gleich grofs sind, aber entgegengesetzte Vor- 
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/eichen haben; das läföt sieh leicht an der Figur nach- 
weisen. 

11. Man hat gleichfalls der Bequemlichkeit wegen 
noch einige andere Funktionen eingeführt, nämlich 

^■= tg« (Tangens«), (14) 

— — = sec« (Secansa), (15) 

cos « ' ' ^ ' 

-.— - = cot« (Cotangens «), (16) 

-. — = coseca (Cosccans a). (17) 

sin « ' ' ' ' 

Diese Ponnelu neigen, dafs tg positiv ist, wenn dn und 
cos gleiches Vorzeichen haben, also im ersten und dritten 
Quadranten, negativ, wenn sie verschiedene Vorzeichen 
haben, also im zweiten und vierten Quadranten; ferner 
dafs tg gleich Null ist, wenn sin gleich Null ist, und 
unendlich, wenn eos gleich Null ist, dafs tg wächst, 
wenn du wächst, und abnimmt wenn sin abnimmt. 
Sie wechselt nicht allein das Vorzeichen, wenn sie durch 
NuU, sondern auch, wenn sie durch Unendlich hin- 
durch geht, das heifst, sie springt, wenn der Winkel 
ein ungerades Vielfaches von ^ ist, plötzlich von + .^a 
nach — o3. 

aec hat dasselbe Vorzeichen wie cos und wird un- 
endlich, wenn cos Null ist, also gleichzeitig mit tg. 
Da cos zwischen üe Grenzen +1 und — 1 iUUt, so 
mufs sec aufserhalb dieser Grenzen fallen. 

Man kann auf einfache Weise Linien konstruieren, 
welche tg und sec darsteilen. Errichtet man die Senk- 
rechte XD, so hat man nämlich, da A OAA , i>j A ODX, 
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sin « cos « 1 ' 

folglich 

XD = iga; OD = sec «. 

Da cot der reciprokü Wort von Uj ist, so hat sie das- 
selbe Vorzeichen wie tg, ist unendlich, wenn sin NuH 
ist, uud Null, wenn cos Null ist, 

cosec hat dasselbe Vorzeichen wie sin, fällt aufser- 

halb der Grenzen +1 und — 1 und wird unendlich, 

wenn dn Null ist. Errichtet man in Y die Senkrechte 

YE, so hat man leicht auf dieselbe Weise wie oben: 

YE = cot Q ; OE = cosec «. 

12. Da die trigonometrischen Verhältnisse alle 
durch dn und cos ausgedrückt werden und sich also 
auch durch eine von diesen Gröfsen allein ausdrücken 
lassen, so wird man jede derselben finden können, wenn 
eine von den übrigen gegeben ist; von solchen Kela- 
tionen sind zu merken: 

sec^a — tg'^a = 1 |Äus (15), (14) und (12)] (18) 
cosec^a — cots«^ 1 [Aus (16), (17) und (12)] (19) 
cot«.tga = 1 [(14) und (16)] (20) 

^i,,„ = ^tg« [Durch Eümin. von cos aus (12) 

n + ti^ und (14)] (21) 

,.„. — =1=^ [Durch Multipl. von (21) mit 
'"'" " i/r+-t"^« <^oiay (22) 

13. Es giebt eine einfache Verbindung (Beziehung) 
zwischen den trigonometrischen Funktionen zweier Win- 
kel, deren Unterschied ^- beträgt. Um diese zu neigen 

messe man für eine beliebige Lage der Linie OA den 
Winkel teils von der positiven Richtung X, teils von 
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der positiven Kiclitimg Y aus; bezeichnet man die beiden 
AVinkel beziehungsweise mit a und ß, so hat man, wRnn 
A die positive Richtung OA bezeiehnot, 

{XA) = «; YA — ß. 
aber 

(XA) = {XY)^{YA) 
oder 



Nun erliält man 

sin a = cos /?, 
da beide Funktionen bestimmt werden durch OA^. ge- 
messen auf der Linie, deren positive ßiehtung Y ist; 
dagegen findet man 

tos /i. = —sin ß, 
indem 0^, sowohl cos« wie sinß bestimmt; aber wäh- 
rend X die positive Richtung bei der Bestimmung von 
cosa ist, so ist dieselbe Xi bei der Bestimmung von 
dnß zufolge der Definition von sin. Man hat also 

Hin « = cos (« - j) ; cos a -= ~~ sin ^a ~ | j , (23) 

und hieraus folgt wieder durch Division 

tg« = _cot(«-|j; cot«==-t.g(«-|j. (24) 

Man darf also ~ von einem IVinke) sub- 
trahieren, wenn man gleichzeitig an in ro,«, 
cos i n — sin , (</ in — coi und cot in — (^ v c r - 
ii n d e r t. 

Benutzt man die gefundenen Formeln um noch 

einmal ^- vom Winkel zu subtrahieren, so erhält man 

sin (a — ff) = — sin « ; cos [a — n) = — cos « ; ^ 
tg (« — r] -: tg « ; cot (« — ^) = cot ß, I ^^^* 
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woraus hervorgeht , d a f s sin und cos das Vor- 
zeichen wechseln, während tg und cot un- 
verändert bleiben, wenn man ir vom Winkel 
subtrahiert, und folglich auch, wenn man z 
zum Winkel addiert (da eine Veränderung von 2n: 
ohne Einflurs ist). Dasselbe ergiebt sich, wenn man 
die Winkel von OX, aus rechnet, wodurch auf beiden 
Linien, auf welchen sin und cos gemessen werden, die 
entgegengesetzte Richtung zur positiven wird. 

Denkt man sieh die entgegengesetzte Umlaufsrich- 
tung als positiv, so wechselt der Winkel das Vorzeichen, 
cos bleibt unverändert , während sin das Vorzeichen 
wechselt, da Ol\ nun positiv wird (zufolge der üefiui- 
tion von sin); man hat also 

sin ( — ö) = — sin a ; cos (— a] = cos a , und \ 

} (26) 
daraus tg{— «) = — tg«. I 

Daraus erhält man wieder, wenn man ti zum Winkel 

addiert 

sin (rr — «) = siiiri; cos (n- — «) == ■ — c 

tgin^a) = -tg«. I 

Zwei Supplementwinkel haben also gleiche 

«in, während ihre cos und tg entgegengesetzte 

Vorzeichen haben. 

Durch Anwendung von (23) und (26) erhält mau 



(27) 



FT — « = cos ß 



tg(| — «j = cot«; I 

dividiert man 1 durch diese Formeln, so hat man 



(28) 



«(!-«) -^ 



I = cosec«; 

(29) 



o»M o - 



y Google 



19 

Man Jarf also uinen Winkel mit soiiiem 
Komplemente vertauschen, wenn man gleich- 
zeitig sin, tg und s&s beziehungsweise mit cök, 
cot und cosec vertauscht. 

Diese einfachen Relationen sind von grofser Bedeu- 
tung, weil man es mit ihrer Hülfe dahin bringen kann, 
dafs man nur mit Winkeln des ersten Quadranten zu 
rechnen braucht, und also nur einer Tafel mit den 
Funktionen dieser Winkel bedarf. Man kann näm- 
lich, ohne die trigonometrischen Verhältnisse 
zu verändern, so vielmal 2^ addieren oder 
subtrahieren, dafs man einen Winkel zwischen 
und 2n- erhält: ist dieser gröfser als t: , so 
subtrahiert man ti, und ist der so erhaltene 
Winkel gröTser als =-, so subtrahiert man '' . 

Da alle trigonometrischen Verhältnisse des ersten 
Quadranten positiv sind, so mufs ein gegebenes nega- 
tives Verhältnis einem Winkel aufserhalb des ersten 
Quadranten entsprechen, so dafs man die Tafel nicht 
ohne weiteres benutzen kann. Man vertauscht deshalb 
den Winkel mit einem solchen, daCs das Vorzeichen des 
Verhältnisses verändert wird, und benutzt die Tafel zur 
Bestimmung dieses Winkels; aus diesem Winkel läfst 
sich der gesuchte leicht ableiten. Ist beispielsweise 
cosa= —i, so wird ^05(7: — ß) = si iiud (^ — «) findet 
man dann mit Hülfe der Tafel. 

14. Zwei Punkte A und B auf einer Geraden L 
werden auf eine Gerade M beziehungsweise in den 
Punkten A-^ und J3, projieiert: man hat dann in allen 
Fällen 

A^ß, — Aßcos{ML). (30) 
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Denn zieht mau durch 
^L A eine Gerade iV [[ M, deren 
'7-^ positive Richtung dieselbe ist 

I wie die von M, so hat man, 

da der Unrchschuittspunkt 
■'''' D die Projektion von B auf 
diese Linie ist, 
^_ j -j, AD-.AB ~ cos(AX), 

aher 
AD=^Ä^B^ und {NL) = {ML). 

15, Wird AB als j^^ß^ auf eine Linie P proji- 
ziert, welche so gezogen ist, dafs (A/"/-') == +„ , so hat 

man zufolge (30) 

A.^B.^ = ^iJcosfP/.) 
über 

(FL) -.. (PM}-^{ML) = -^-4- (MX), 

milhiii 

cos(Pi) =-- cos( — ^4-(.wy.)) = sin (ML), 

und folglich 

^j^öj = ABsm(AlL). (31) 

Es ist zu beachten, dafs die Eeihenfolge der Buth- 
staben beim Winkel in dieser Formel von Bedeutung 
ist, während dieselbe in (30) gleichgültig ist. 

8. Wie groJs sind die Übrigen trigonometi'ischeii Ver- 
hältnisse von a, \V6iin sina = \, oder siiia = lV2. 
oder aina = -J (l/5 — l) ist? 

9. Wie grofs sind dieselben, iienii tg« = V^, t'<ler 
wenn cot« = V'^? 
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iO, Eostimme tg a, wenn cos^« — sin^« = .J. 

11. Bestimme tg a und cot «, wenn itre Summe 2 
beträgt, 

12. Beweise, dafs 2 siu^ a + cos^ « — sin* a ^^ 1. 

13. Beiveiae, dafs 1— tg«a = (l + tgSa)(l — 2sin^«). 

14. Der Ausdruck 2cos^« — Ssin°« soll so umgeformt 
werden, dafs er nur noch tg a enthält. 

15. Zeige, dafs sineO^^eosSO": ainllS" = cos25°; 
tg710'' = ~tgl0°; cos 1000° = . sin 10°. 

16. Den Ausdruck 

sin729°13' — cosÖ17°12'15"4- tg(— 513°70 
so umzuformen, dafs er nur noch Winkel [(wischen 
0° und 45° enthält. 

17. Die Gleichungen 

sina=- — V'f; tg« = — i; cos«--=— 0,3 
so umzuformen, dafs man die Tafeln zur Bestimmung 
der Winkel heimtzeu kann. 

18. Welcher andere Winkel in den vier ersten Qua- 
dranten hat dieselbe tff wie a, welcher denselben 
sin und welcher denselben cos? 

19. Auf einer G-eraden L ist ein Stttck AB abgetragen, 
welches als A-^Bi auf eine Gerade JC und als A^B^ 
auf eine Gerade 1' jtrojiciert wird, und zwar ist 

(A'F) = + ^ . Bestimme die Lunge von AB. 

wenn j4,iJ, = 3 und A^B^ = —4. In welchen 
Quadranten liegen {^L) und (YL)'^ 

20. Wie andern sich Vorzeichen und Wert von co.'^ a 
— sin«, wenn « von bis 2n wächsti' 

^ 4, Die trigonometrischen Funlttionen von Summen 
und Differenzen von Winlcein. 

16. Man ziehe vom Mittelpunkt zwei Linien 
L und M, so dafs 

{XL) = a, (LM)==ß imd also (XA/) = « + ^. 
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Die Winkol können beliebig sein, 
positiv Oller negativ. Wie oben 
ist Oi=-- OM=l. 

Man projiciere M auf X in 
M^, auf L in M.; und M^ auf 
Xin itfa ; man hat daun, indem 
man die positive Richtung F 
von M^M so wählt, dafa (LF) 



OiWa = OM^ cos « ^ cos /9 cos «, 
und 

i/^J/, = ^/jil/cos(XP) =-^sin^cos[(^i)-+-(7;P)] 
—.-• — siny?sin«, 
da 
.oH(X/l + (/P)"|-M,s(fX/) + j) = -8in(XX). 

HiPr sind nui dügemPinguitige Formeln und Sätze 
!ienu(/t- Koiden, ',0 dafs mau tur alle Fälle hat: 

c„s(ff4-^) = L08«ros^ — sinßsiny5. (32) 

"-el/i man ~-ß m Stelle \oa ,?, so folgt hieraus: 

(Osfa~,JJ = cos« cos/9 + sin« sin^. (33) 

Wird hierin wiederum „ — « statt a eingesetzt, so 
erhält man: 

'-■os(| — f'^+;5)j=cos(J-a)cos/?+sin('|-a^si!i^, 
'ider 

m\(u-\-ß) = diu« cos^ -|- cosasin;?, (34) 

und hieraus wiederum 

sin(a— ^) =- sinacos/?— cosasiu;9. (35) 
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Nun hat man ferner 

sin (a^Lß) siüa coa^ j^ cos« SJU/j 



oder, weon man durch cosa cos/S verkürzt, 

'^<«±« = i'¥i|v^- <'^' 

§ 5. Die trisonometrischen Funkttonen des verdoppelten 
uni) des halbierten Winkels. 

17. Da 3iii2« = siQ(a4-a). so folgt ans (34) 

sin 2a = 2 sin «cos«, (37) 

und auf ähnliche Weise aus (32) und (12) 
i.'os2m = cos^a— sin*a = 2cos*« — 1 = 1 — 2sm'^f/., (38) 
und aus (36) 

tg2«=^Ar/r-^- (^^) 

18. sin J« und cos ,]a findet mau auf folgejide 
Weise: Es ist 

cos'^ a — sin^ a = cos 2« 
und 

cos^a 4- sin^a ■= 1, 
woraus 2 coa* « = 1 + cos 2« ; 2 sin ^ « = 1 — cos 2«. 
Bestimmt man hieraus cos « und sin « und setzt 
^ an Stelle von «, so erhält man 

a l/i + cos« . « l/i — cosa . 
Hieraus erhält mau wiederum 



t^^_^-. l/ l-cos« _l-'iosa_ s in« 

^2 - £ *^ 1 + cosfl sin« l + eos«'^ ' 
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die beiden lofeteii Ausdrücke sind durcli Erweiterung 
des Quotienten unter dem Wurzelzeichen mit 1 — cosa 
oder 1 -{-cosa entstanden. U n Q d at'n 1 a 
gezogeil ist, so ist das V ii I b den 1 tzt 
Quotienten eigentlich unbe t nmt Man h !t d F 
mein ohne diese ünbestimmth t n nan de e st 
Ausdruck für tg-^ mit 2w d w t t 

Die Wurzelgröfsen sin l üb 11 m t l m ^ 1 

zu nehmen, welches dem Quadranten, m den ^ hniein 
fallt, entspricht. 

Aus (41) erhält man tgj = tg^-.?-" 1, und da- 
mit erhält man aus (36) 

21. aia(« + /9 + j-)^siii«cüs{j? + rt + ':osa.siii(j9-hr) 
== sin a (cos/J cos y — sin ^ sin ;-) -\- cos « (sin /9 cos 5- 
+ cos/Sein;-) = siuacos^cosj- — siiift.sinySsin;- 
+ cos« sin;? cos;- -|- cosaeos^ sin;-. 

22. cos(« + ^+j-)==co8acos(;34-j-) — si!iaain(;5+)-) 
== cosa(cos^eos^ — ein^ainj-) — siila(sin^cos;- 
^- cosjSsinj-) = cosacosy9cos) cos« sin ^ sin ;- 

— sin« sin ,9 cos^ — siu« cos^ sin;-. 

, ^'""1 ^^^ß __ sin«coS(S + cosasin/9 

'-"• **'''* + ^^'^^c^"^^^"""""crsTrös7'~ " 
_ siii (a + ^) 
cosacos^- 

24. .ot«-tg^ = ^-^-i^ = '^«- + |^ 
' sin« cosj? smaeos/S 

i„«-1-H,f, igia , PI ^,^^ß co»(a+/S) 

= sin (a + ^) ^ ^ ; — —3^ 

cos « cosyS cos (« + ^) 

tsat6;ätg(<, + /J). 



y Google 



26. sma = 2si 



27. 


sinia-\-ß) = 2sin{ia + ß)cosUa + ß). 
cos Sa = cos (2« + «) = cos 2a cos a — sir. 
= cos''a — Scosasin^a = <:os^a — Scosa{l- 
= 4Ms»a — 3cosß*). 


28. 


sinia = 2sin2acos2a='ismaeosa{cos^a~ 


29. 


Bestimme x unter möglichst einfaclier l'i 
den Gleichungen 



30. Beweise, ^ssm(a+ß)sin(a—ß) = sln^u~-sm^ß; 
cos{a + ß)cos(a-ß) = cos'a-jm'ß; 
icosa+V—lsina)'' = coü2a-\-V~lsin2a; 
(cosa + V'^sm«)3 =coä3a + l/^Äm3«; 
(cos« + K— 1*'"«)" =<-0SK« + y^Iiin?tß (1^0 n 
Pine ganze Zihl bedeutet) 

Aus dei letzten Gleichung sollen Ausdrutlie f\i 
os7ia und unna allgeleitet iverden 

31. tffBff nnd /jia duich it/a anszudimken 

32. [ s« duuh 'yy luszudniden 



1 Setzt mau Ja statt a, cosa = a und üosä«;^«, so w'hält 
mau fiir die Bostimmuiig des letateren 
42' — Ss - a = 0. 
Da « als Wiu'zel einer Gleichung dritten Grades vuii 
allgemeiner Form eicb nicht durch a mit Hülfe von Quadrat- 
wurzeln allein ausdrücken läfet, so folgt hieraus die Uiimüg- 
lichkeit der Elreitailimg des Winkels mittels Zirkel und Lineal, 
da eine Konstruktion nur dann möglich ist, wenn die gefun- 
denen Grölaen sich durch die gegebenen allein durch Quadrat- 
wurzeln ausdrucken lassen. 
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33. Wie gvofs ist tg(a -\- ß -j- y), wenu tg a =^ ^, 

34. Wie grofs ist (^(4m — 1>), wonn tgu^^. (<)"'= .j| 5,-'' 

cot a ~|- tg a . , , 

35_ ^ ' ■ °- zu veremfaclieii. 

cot « — tg a 

36. Beweise, dafs 

2r — 

S7. Beatimme x und y aus den Gleichungen 
xtga + ytsß = tgy, 
xcota -\- yeotß = co(;'. 
Das Besultat soll auf logaritliinische Form gebracht 
worden. 

38. Man drücke an^ und (»■-- dmch sma untei ein- 
fach mationalei Foim aus, und unteisuühe, welches 
Voizeichen den gewonnenen Ausdiiieken zukommt 

39. Beweise, daft 

40. Eliminiere a und ß aus den Gkichungen 

..... 'ß-r 

41. Bestimme a; und y aus den Gleiclinngen 

cccosß + yco^a = *m(a + ^), 
cosaaosß~^j = c<.«(ß + ;9). 

42. Bestimme tgia + ß), wenn i^a und (^/5 dio Wur- 
zeln der Gleichung 

^^ + «*■ + ft = 
sind. 

43. Bestimme x, wenn x'^ ;—- -[- 1 == 0. 

44. Wie lassen sich 3: und y durch « und ß ausdrücken, 
wenn 

xslnasiny = y {eosa + xsind), 
xsmßsinr = y(cosß^xmnß), 

a + ß+r = ^? 



yGoosle 



27 



45. Bestimme tg{aA' ß+y), wenn tga, tg ß und tijy 

die Wurzeln der Gleichung 

a,-a + a:c" + 6a^ + f = 

sind. 
4ß. 



47. Gegeben ist tg| = j/y-^tsf ': ^eige, dafs 
^ cos ß — c 



48. Bestimmt' iga, wenu tgö = {2 + 1/3) tg- . 

49. Bestimme tgip. wenn smy^ = .lina sin (« + ^1 



§ 6. Berechnung und Einrichtung der Tafeln. 
Logaritbtiiische Ausdrücke. 

19. Die trigoiiometrisclion l-'unktioiieu lior 
Winkel, deren Gradanzah) durch 3 teilbar ist, 
lassen sich mit so grofser Genauigkeit be- 
rechnen, wie man will. 

Man sieht leicht an einer Figur, dal's der swi 
eines Winkels gleich der halben Sehne des 
doppelten Winkels ist, wenn man den iladiu:^ 
gleich ] setüt. Da nun die Sehnen von 36°, 60° und 
90° beziehungsweise 

'^Ä.lJ . 1 und 1/2 



sind, so folgt hieraus dafs 



sin 18° 



V6-1. 



2 ■ 
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Hieraus werden nun wieder die übrigen Funktionen 
ilieser Winkel berechnet, von denen zu merken sind: 

cosl8° - l l.'']0 + 2V^"; cos30= = siufiO" = ^~; 

tgSO" = cotöO" = \/l; 
c(it;{0'' = tg60°=-l/3; 00860"=-^; tg45°— cot45° = 1. 
Da 15" -- 45°— 30", so erhält man mittels (35) 
und (33) 

ms 15" = .i(|/'6 + v'2), 
luid daran!' 

siuS''^ din(18° — 15") 

_ (|/3 + 1) {V5~- 1) - (|/3 - 1) l/l0"+"27^ 

Nun lassen sich die trigonometrischen Verhältnisse 
von 6°, 9° U.S.W, bestimmen, und da dieselben alle 
dnrch Quadratwurzeln ausgedrückt, werden, so lassen 
sie sich mit soviel richtigen Decimalstellen angeben, 
wie gewünscht wird. 

Die Formeln (43) lassen sich übrigens auch ohne 
Hülfe der öeometrie finden; man hat nämlich 
sin 45° = cos 45° = l^i — sinMS", woraus sin45° = KJ ; 
(^os 30° = sin 60° = 2 sin 30° cos 30° oder 
1 -= 2 sin 30°; sin 30^ = ^; 
toslS° = sin72° =2 3ia36° cos 36° — 4 sinl8°coslS°coB 36° 
= 4sinl8°cosl8'=(l— ^sinMS"). 
Setzt man sinlB" ^^ n: und dividiert durch eoslS", 
so erhält man 

8«^ — 4i'+ 1 = 0; 
i2x — 1) (ia;^ + '2a — 1} = 0, 
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woraus, init Ausschliefsung fremder Wurzeln*):, 

w == am 1.8 = ~ — j — . 



20. Die übrigen trigonometrischen Verhältnisse 
worden näherungsweise berechnet. Man hat, wenn man 
Z 2x so abträgt, wie die 
Figur zeigt, nnd die Tan- /"^ 

genten AB und CB zieht, / 

AB + BC>AC>äC f i 

oder, wenn der Radius 1 ist, \, 
2tg(B >■ 2a: > 28lü,c, 'x^ 

1^«>(i!>sina!. 

Im ersten Quadranten liegt a; also zwischen s 
und tgx; man erhält nun aus 
-■.■<tg.r. 



siiia: > A-eos.r 



>a:{ 1— 28in^i5 



Setzt man hierin ^ statt sin ^ , so wird die rechte Seite 
kleiner, folglich 



V > sm .r > Ä 



1> 



->1- 



2' 



■') In WirldieJitoit löst mau dio Gleichiuig 

Heraus ci'gicibt sich dio Bcilcutiiiig' der fremden Wui7(ilii. 
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Man sifiht hieraus, ilafs das Verhältnis — -- kleiner 

ist als I, aber sich 1 nähert, wenn .v abnimmt, und 
gleich 1 wird für .v = 0. "Wenn .r (dein ist, so begeht 
man nur einen sehr kleinen Fehler, wenn man 

äin « = .-c 
^otyt,; denn man hat für den Fehler 

indem dies der Unterschied Jiwischen den beiden (Frenzen 
für sin X ist. Auf diese Weise berechnet man den um für 
iten kleinsten Winkel, welclien mau in der Tafel haben 
will; ist dieser beispielsweise 1', so wird x. welches 



oder 0,000 290 888 21. Hierin ist der Fehler kleiner als 
9^:^! oder 0.000 000 000014. 

Geht man von V aus, so kann man nun alle tri- 
gonometrischen Verhältnisse von Minute /u älinuto be- 
rechnen. Da die Fehler sich beständig häufen, so 
dienen die zu jedem dritten Grade genau Ijerechneten 
■\\'erte als Kontrole. 

Diese Methode ist nur angeführt um die Möglich- 
keit dei Beiechnung dei Tafeln /u zei^Ln in Wirklich 
keit hat min Methoden benutzt lie \iel leichtere heeh 
nungen eifoidert haben diL sieh abei hui nicht du 
stellen labt, n 

Tn den tiigont metiischLU Titeln in i fii A\ii!el 
mit emei gewissen bestimmten Differenz diL ent 
[lechenlen tngunometrischen Veihaltnnse {die nattti 
liehen Tafeln) odei oftei die Logarithmen derselben an 
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gefühlt (die Jiünstlicheii Tafeln). In den Tafeln von 
August, Gauss, Greve, Schlömilch und Wittsteiti sind 
die Logarithmen für jeiite Minute, in denen von Bremikor 
für jedes Hundertel dar Grade, auf 5 Deeimalen, in 
denen ton Köhler, Schrön und Vega für jede lOte Se- 
kunde auf 7 Deeimalen berechnet. Da % see a = 
— log cos a und log cosec a = — log sin a, 80 sind die- 
selben in die meisten Tafeln nicht aufgenommen. Zu 
den negativen (resp, zu allen) Logarithmen ist 10 addiert, 
so dafs man —10 ?.u ergänzen hat. Die Tafeln gehen 
nur bis 45°, aber umfassen dadurch, zufolge der Sätzo, 
übet Komplementwinkel, alle Winkel bis 90°. Auf diese 
werden die trigonometrischen Verhältnisse der übrigen 
Wiukel durch 13 reduciert, Interpolation läfst sich 
wie gewöhnlich anwenden, da die Tafel zeigt, dafs die 
Differenzen zwischen den Logarithmen annäherungsweise 
den Differenzen zwischen den Winkeln proportional sind, 
wenn diese einander nahe liegen. In den' giöfseren 
Tafeln sind die Logarithmendifferenzen , welche einer 
Winkeldifferenz von 10" entsprechen, durch 10 dividiert, 
und die so erhaltene Differenz für 1", multiplieiert mit 
1, 2, 3 .... 9, ist in einer besonderen Eubrik aufgeführt, 
welche also zeigt, wieviel man zum Logarithmus zu 
addieren hat, wenn zum Winkel 1", 2", 3" . . . . 9" ad- 
diert werden. Dies gilt für an und ig, aber nur zum 
Teil für cos und cot. Da diese nämlich (und also auch 
ihre Logarithmen) abnehmen, wenn der Winkel wächst, 
so hat man die gefundene Differenz zu subtrahieren 
anstatt zu addieren. Das Verfahren beim Aufsuchen 
des Winkels läfst sich hieraus leicht ableiten. 

Da die Winkel in den Tafeln in Graden ausgedrückt 
sind, so mufs man erst die Einheit verändern, wenn 
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dip Winkel nicht in Graden u. s. w. sondern in reinen 
Zahlen gegeben sind. 

Es versteht sich von selbst, daCs da, wo Loga- 
rithmen zur Berechnung eines gegebenen Ansdrucks 
benutzt werden, nur B.ücksicht auf den numerische« 
Wert genommen wird. Die Vorzeichen haben nichts 
mit den Logarithmen i^u thun, sondern müssen für sich 
betraclitet werden. 

Beispiel. Die Einrichtung der Tafeln ist in manchen 

Einzelheiten verschieden, so dafs es unmöglich ist auf 

alle Tafein Kticksicht zu nehmen. Hier ist auf die 

Tafeln von Schlömilch und Wittstein Bezug genommen. 

n) log an 31°42' -= 9,72055. Als Differenz für 1" ist 

0,33 angegeben. Für 12" hat man also 12.0,33 

oder 4 Einheiten der letzten Decimale zu addieren, 

mithin %sm31"42'12" -= 9,72059; fo-7s^H3r42'3]" 

= 9,72065 u. 8. w. 

logsü, 36'"38'15" = 9,77579: 
/ö^ coi. 38''45'30" = 9,89198. 
Soll umgekehrt der Winkel gesucht werden, so 
nehme man aus der Tafel die Grade und Minuten, die 
zu dem nächst kleinereu Logarithmus gehören; berechne 
aus dem Unterschiede zwischen diesem und dem ge- 
gebenen Logarithmus mittels der Differenz für 1" die 
Anzahl der Sekunden, und addiere diese bei sin und tg, 
subtrahiere sie bei cos und cot. 

leg an a = 9,74874. 
Zu 9,74868 gehört der Winkel 34''6'; der Unter- 
sehied der beiden Logarithmen ist 6, die Differenz für 
1" beträgt 0,32; 6:0,32 = 19 (abgekürzt), mithin 
a = 34°6'19". 
logt^^f — 9,93845. 
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Zu 9,93840 gehölt der Winkel 29^48' ; 5:0,12 =--'42, 

Man hat hier zu beachten, dafs der in den 'l^afein 

gefundene AVinkel von den möglichen Lösungen nur 

diejenige darstellt, welche kleiner als 90° ist. 

b) ^o^sMi 115°13'12"-'fo(?wa25°13'12" = 9,95650, 

loffcot 57rtl'10" =■ loffcot 3ri]'10" = 10,21803, 

bzw. 0.2180:-!. 

60. {tg36°12'l5-'.cof2iiy = 1,52078. 

51. sin aS^lSaS" . CO» 35"12'15" = 0,34817 ; 
sin 25° + sin 20° = 0,76464. 

52. (tg 37°15'13"y * = 0,62242. 

53. (^15°)™"° = 0,280255. 

54. Zeige, dals 

_ ^^ _ V'7+W + VsPTs 

CCS . ■ ■ ^- — -- . 

55. .*;« a + xht (72*' + a) -^ sin (72°- a) 

= ..m{36^+«)-^m{S6°-«). 

56. Zeige, dafs die Gren;(e für das Produkt 







COS^ 


cos^ 


^COSg.. 


..cos 2 






gleich 


sina.' 


ist, w 


renn 


n ohne 


Grenze 


wäelist. 




Wem 


ist d 


■wl,3 - 


-CO 


s0,2708 


gleich': 






Zeige, 


dafs 


sijcco 


slog 


687,382 


= ._ 


0,81572 


ist. 



21. Wenn Logarithmen angewendet werden, so sind 
mehrgliedrige Ausdrücke soweit möglich in eingliedrige 
KU verwandeln (logarithmisch zu machen). Hier folgen 
die Formeln, welche am häufigsten benutzt werden. 

Aus (32) und den folgenden erhält man durch Ad- 
dition und Subtraktion: 
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sin (« + ^) + mi (a~ß) = 2 dn a cos ß, 
sin (« + fl) - «in (« - ^) = 2 m a sin ß, 
cos (« + /?) + cos (a — ß) = 2 cos a cos ß, 
cos (« + ^) - cos (« - ^) = -^sinasinß. 
Setzt man hierin a+;5=^i, « — ß ^ g< also 
«=-'J(p4-g')' ;5 = ^(jj — $), so erhält man 

sin p -\- sing '^ 2 sin ^{p-j-q) cos J {p — 5), 1 

sinp-sing = 2G0sUP + <l)^"^^{p—9l { .^ 

cosp-'rcosq = 2 cos \{p + q}cos^{p — q), i ^ 

eosp — cosq = — 2si7i{(p + q)sin^{p—q). } 

Hierdurch lassen sich zwei sin oder cos addieren 

und subtrahieren. Hat man einen sin und einen cos, 

sü kann man dieselben Formoln anwenden, wenn man 

einen der Winkel mit seinem Komplemente vertauscht. 

Aus den Formeln (44) erhält man wiederum 
ainy + sint^ 2sin^(p4-g)CQS^(P"g) ___ tg^{p+q) j 
sinp — siaq ~ 2co3^{p-\-q)sm^{p — q) tg,J-{p— 5)'! 
sin(p + g) 2sinHj34-g)cos,My-f-g ) _ eo3^(p+g) | 
,sinp + sin^/"""2sin^(p+5)eos^(p— 5) cos\{p-q)'\ 

Aus COM « = 1 — 2 siti'^ A- = 2 eos'^^—l erhält man; 
1 + cos ö = 2 cos^ n ; 1 ^ cos a = 2 sin'^ =-. (46) 
Häufig wendet man auch 

" 1 = f cos a (JOS y5 
an, sowie andere Yon ähnlicher Form. (Vergl. 18, Bei- 
spiel 24 und 25.) 

Mit Hülfe von (44) erhält man z. B. 

sinlS^ + siniO" = 2 an 29° cos 11° ; 

.n„. 30° 4- cos 50' = sin 30° + sin 40° = 2 sin 35° cos 5° ; 

■■'iVi u + cosa^ sin a -\~ sin (90°-— a) =^ 2 sm 45° cos (45° — a) 

=. 1/2 cos (45°— g). 



(45) 
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35 
Hierdurch erhält man wiederum 

" COS « cos a 

und 

li^iü _ ü^ a±.J^ma _ 1^(45°--«}. |Vergl. {42).| 
\---\%a C03a=!-Sin« ^' — ' i. s \ ;i 

Andere Anwendungen sind: 

" ^'^ cosacos^ ' am« sin/J 

eoa*« — ai'n'a = (coR^a-\-sin^o,) {cos*« — siVi^«) = coa S«. 
l/I+i»« - tff ( 45 + ^'l ■ ''''^9°+ sin 9° _ . 

»^ r=inn; "^ tg (^^d + ^ j = cos 9-- sin 9° "" ^ ' * ■ 

i/l7:dil2ß , /;r , A 

|/__-.__=sin(^-,^«j: 

sec6c cot«-cosec«tg g _ 2c„sec2./: 
oosa — sin« 

(coseca + seca)'^ „ „ ,,.„ , 

^ ^-~- — -^- = 2cosM45°— «). 

ÜliungsbeiBpiele ; 
,„ tg57°19'15" — cotl2°13'25" ,,,_ 

(1/3 f""«^ 

60. 0,3-'*'3(l + C(>sl81°42'15")^ -= 0,9964, 

61. a''"^-j~a-'^'"^ = 2tosec-w; Beispiel; lif = 9 ; 
„ = 36''52'12". 

a, ß und ;- sind Winkel in einem Dreiect; xeige dafa 

62. ,;„« + .,»,9 + ««r ~ 4o.»|«>§™|. 

63. Iga + lgß + tsr ~ Iga kjß tgr- 
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^ 7. Trigonometrische Gleichungen. 
2y. (jieiohungen , in denen die trigonomütrisclieu 
Fiuiktionen der Unbekannten vorkommen, sind trans- 
scendent und lassL^n aich im allgemeinen nur iiiähenmgs- 

\ei&e lo&en dreh lassen dieselben sich bisweilen liiicb 
T-infüliiung einer neuen Unbekannten in algebrais h 
\eiv,tnleln unl iiich den für solche GieKhungen be 
kannten Methoden behandeln Zu den eistgenannten 
gehören z B bolche in denen sowohl dei Kinkel wi 

Ifissen tiigOQ iiietrioche Funktionen voikommui (z B 
nico'^ = ^) /u len letztgenannten solchi ni denen 

Uli tiigonun etus he Funkti nen lu Unbekannten \ i 
I oiamen vekhe Juich algebiaisehe üpeiitionen vei 

junden smd mm kiui ndn:ihch die tngon mctrihchen 
] inktioneu durch eint d laelbon ausdtucken und wtni 

lieac iK Unbekannte 1 etiachtet wird so wii 1 li 
(.leiohung 7U emei algebiaischen Eigentü h wird \n 
gege! ene Glei&hung hiei lurch niii in eine algebiaisdi 
nl inp tian=i&cendente zerlegt di dei \^inkel bt^tiranir 
weiden ooll nenn eint \oi seinen tngonometiisthen 
I unktionen gefunden i'it tm hese Bestimmung benutzt 
nmn dann die Tafeln. Das gewöhnlich.ste Verfahren 
soll hier an einigen Beispielen erläutert werden. 

Hau drückt sec".v durch f^a: aus und erhält 

2tff^s:-f- 1 =- .3, woraus tffx = ^ 1, 
lolglicli 

In Gleichungen, welche homogen sind mit Beziehung 
auf sin und cos, bestimmt man ty. So findet man aus 
Bi.n^.T-~4sinxcosw~5cos-'^ = 
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ilurcii Division mit cos^a- 

tg^x — itgx — o = 0, 

iiiui hieraus igw ^^- \ 

X XU bestimmen, wenn 

Uri'ickt man nosa: durch sinx aus, SO erhält man 





sin x^ Vi- 


— sin^x = V'2. 


woraus 








sin X ^ ^^■ 





Weil das Wurzelzeichen fortgcschaftt ist, so hat man 
zugleich die Wurzeln der tfleichung 3in.v — cosx = V'2 
erhalten ; dieser Gleishung entspricht die untere Lösung, 
nährend nur die ohere der gegebenen Gleichung ent- 
spricht. 

Besser kombiniert man die gegebene Gleichung 
sirne + cosis = l/2 
mit 

indem man die erste Gleichung quadiierf;. und daraul' 
die zweite subtrahiert; dann erhält man 
2sinxcosiK == sin2iC =^ 1, 

2* -= 2/>7r-i-J; x =.-=/>k -hj. 

Aber auch hier hat mau durch das Quadrieren 
fremde Wurzeln eingeführt, nämlich diejenigen, welche 
der Gleichung dnw-^-cosx = —1/2 angehören; da ein 
ungerades p sowohl sin wie cos negativ macht, während 
ein gerades p sie positiv macht, so verlangt die gege- 
bene Gleichung ein gerades p wie oben. 
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Mau liätte auch die gegebene Gäeichmig umi'onnoii 
kömioii in 

woraus 

hiei'dui'i;!i verrneiilet man das Quadrieren und dadurcli 
fremde "Wurzeln. 

Man aieht, wie sehr es auf eine ])asseude Wahl- 
des Winkels und der trigonometrischen Funktion an- 
kommt, welche man suchen will; eine G-leichung, welche 
sehr verwickelt wird, wenn man k. B. U/a: sucht, kann 
vielleicht ganz einfach werden, wenn man sin3a- sucht 
u. s, w. :^o ist die Gleichung 

a _ ■ B _ 1 

stn.vcos .r -m-vfin ,t -- -^ 

ziemlich verwickelt, wenn man dna: oder uoso! sucht, 
aber dieselbe wird sehr einfach, wenn man sinA.r sucht 
(vergl. Beispiel 28). 

Die Formeln, welche Ijei der Äudösung trigono- 
nietrischei' Gteichungen angewandt werden, können auch 
oft zur Lösung uumorischev Gleichungen mit Hülfe der 
Tafeln dienen: setzt man z.B. in der Gleichung 

42»_3^ — a = 
; = coä!,r, so erhält man (Beisp. 27) 

Ist w>l oder «<— t, so ist die Methode nicht an- 
wendbar; im übrigen benutzt man die Tafel «m 3*' zu 
bestimmen, woraus sich dann wieder te und darauf cosx 
oder z ergiebt; findet man in der Tafel 3a; = «, so hat 
man zu beachten, dafs die vollständige Lösung 
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ist, die indessen für alle Werte von ;i nnr drei ver- 
sehicdene Lösnngen giebt, nämlich 

a 2it + a , dii + n 

'"f "•-3 "■«l~^j-. 

dies stimmt damit, dafs eine üleicluiiig dritten (irades 
8 Wurzeln liat.*) 



ii7. 


Beatinmiö a-' aiis den Gleichungen 




gi,i-a,- — sinx = Mm3a:. 




cos Zx + cos 2« + eosx == 0. 




(1 ~ cosa;)" = 2sm^x. sinSx = 2; 




.(«ma- + 2co«ic)« =- 5sm2c;. tg^x = 


t5S, 


Bestimme 3; und // aus 




.»K-,v)--ß. 




«("«■^ X cos'' y -L- cos' X sin^ y 5 




sm'i X eos^y — cos^ :c .lin-i/ 3 


W, 


Ebenso ans 




:' + >-^0^'' ii = ^' 



§ S. Bestimmung der Dreiecke. 

•2d- Mit Hülfe der oiiigefülirtcn ueuen Funktionou 
lassen sich eine Menge von Aufgaben lösen, die in dei' 
Geometrie ungelöst bleiben mufsten. Dort wurde gelehrt, 
wie man im allgemeinen, wenn 3 von den 6 Bestim- 
niungsstückcii eines Dreiecks bekannt waren, die übrigen 
durch Konstruktion bestimmen kann; waren aber die 
gegebenen Stücke in Zahlen gegeben, so liel'sen die 
übrigen sich nur in gan^ einzelnen Fällen berechnen. 



■') Einer boliebiegen üleichiiiig dritten Uradcs 

taiin maiiii die obenstehendB Form geben, wean n 
ns — ^A seM iiiid a einoii passenden Wert orteilf. 
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Uas Folgende hat naiueiitlich die Ä\iil5suiig iliespi' Auf- 
gaben zum Zweck. 

Mao bezeichnet die Winkel eines Dreiecks mit «, 
ß uuii j, und die denselben gegenflbei'liegenden Seiten 
mit a, h und e„ Ans jeder Formel, welche für jedes 
Dreieck gilt, lassen sich dann neue analoge Formeln 
bilden, indem man zwei Buchstaben vertauscht {/,. B. a 
mit /3 nnd gleichzeitig a mit ö), da eine solche Ver- 
tauschiing der Buchstaben an der Figur erlaubt ist. 
Auf dieselbe Weise lassen sich in einer Formel, welche 
für jedea rechtwinklige Dreieck gilt, die spitzen Winkel 
vertauschen, wenn man gleichzeitig die Katheten ver- 
tauscht. 

Cm in Übereinstimmung mit der Geometrie im 
bleiben, soUeu hier immer Seiten und AVinkel positiv 
gerechnet werden. Das hat man wohl zu beachten, 
wenn mau die Formeln, welche hier entwickelt werden, 
aufFignron anwenden will, bei denen Linien und Winkel 
mit Vorzeichen genommen sind. 

Obgleich die Formeln für das rechtwinklige Dreieck 
in den Formeln für das schiefwinklige Dreieck mitein- 
Ijegrifi'en sind, so sollen dieselben doch für sieh ent- 
iviokelt werden. 

Das rechtwinklige Dreieek. 

24. Nach der Lage 
der gegebenen Stücke ß 

sind 5 Hauptfiille zu ./ fl i 

unterscheiden. X \ 

Gegeben sind; ^-^ ' 

X) Die Hypoto- y^ i 

n u s e und eine K a - A ^-" ■ (. 

thete (c und «). / 
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2} Beide Katheten (a und b). 

c = Ya^ -h b"^ ; tga=^cotß-=j. 

3) Die Hypotenuse und ein spitzer Winkel 
{c und a). 

ß = 90° — «; a =- csinu; h = ccosa- 

4) Ein spitzer Winkel und die anliegende 
Katliete {a und h). 

ß = 90°—«: a = htga; r. = -- . 

5) Ein spitzer W^inkel und dio gegenüber- 
liegende Kathete (« und a). 

ß = 90"—«; b = acota; c = ~. 

jUit Hülfe dieser Formeln lassen sich im allgemeinen 
alle Stücke des Dreiecks mittels zweier derselben aus- 
drückeui dasselbe gilt dann auch von anderen Grölsen, 
welche von den Seiten «od Winkeln des Dreiecks ab- 
hängig sind, wie Inhalt, umfang, Eadius des ein- und 
umbeschriebenen Kreises u. s.w. Ein rechtwinkliges Drei- 
(ick läfst sich deshalb im allgemeinen bestimmen, sobald 
7,wei Belationen zwischen den betreffenden Gröfsen ge- 
geben sind; denn man erhält zwei Gleichungen mit 
zwei Unbekannten, wenn man alle in den Relationen 
vorkommenden Gröfsen durch zwei Stücke des Dreieckig 
ausdrückt. Sobald nur Winkel und Verhältnisse gegeben 
sind , kann man auch nur Winkel und Verhältnisst^ 
finden (da man nicht zu benannten Zahlen gelangen 
kann, wenn man mit unbenannten rechnet). Eine Re- 
lation zwischen diesen dient zur Bestimmmig der W'inkel 
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lies Breiecks. Bei solchen Aufgaben kann man eine 
von den Linien der Figur als betauiit betrachten; wenn 
man Alles durch diese und einen Winke! ausdrückt, so 
erhält man eine Gleichung, weiche mit Beziehung auf 
die Linie homogen ist, so dafs man diese durch Division 
fortschaffen und darauf den Winkel bestimmen kann. 

70. Betrachte zwei Stficke als beliannt und berechne 
die übrigen ans 

rt = l68; 6 = 425; c = 457; « = 21°34'7", 
n = 3,3b 6 = 3,77; c = 5,05; ^ = 48°17'28". 

7t Berocliue die Stücke, wenn ein Winkel 61''5S'39" 
und dei Umfang 40 m beti'ägt. 

7i Bei^rlme die Stucke, wenn ein Winkel 4°t4'32" 
und dei Inhalt 4914 gm betiägt. 

7 • Bi.stmime die Stucke eines schiefwinkligen Dreiecks; 
III'! den Wmkeln und einer Höie: Beisp. a = 
20°db 35 /9 = 39''57'58", h, = 88. 

74. Von einem schiefwinkligen Dreieck sind «, ß und 
c gegeben; bestimme den Radius des einbeschrie- 
benen Kreises. 

7.5. In einem rechtwinkligen Dreieck soll 
tg2a~see2ß 
ausgedrückt werden durch n und b. 

7fi. In einem rechtwinkligen Dieieclc ist 7c ^ 5(« + 6); 
bestimme die Winkel. 

77. In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Höhe 
«mal so gi'ofs wie der Eadins des einbeschriebeuen 
Kreises; wie berechnet man die Winket? Beisj). 
n ^ 4,13. 

7!^. In einem Eechteck ABCD verhalten sich die Seiten 
wie 5 : 7. Bestimme die Winke! desjenigen Paral- 
lelogramms, welches entstellt, wenn man A mit 
der Mitte von BC, B mit der Mitte von CD ii. s. w. 
verbindet. 
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7Ö. Auf einem Hligel steht ein Thiirm, dessen Höhe 
30 ra beträgt. Ein "Schiff wird von der Spitze 
und vom Fufso des Thuimes ans gesehen, so dafs 
die Gesichtslinien Winkel von beziehungsweise 2°^' 
und 2° mit der Horizontalen bilden. Berechne die 
Höbe dos Hügels und die Eutfemuiig des Schiffes. 
80. Zeige, dafs doi Eadius des um ein Dreieck be- 
schriebenen Kreises sich durch — -, — ausdrücken 
läfst. 

0ah schiefwinklige Dieiock 
25 \ on dm \era(hiedeD<'n Relationen /wisthcn 
(Ipr btiakea Pine-- Dieiceks weiden diejenigen Haupt 
lelatinnen genannt, welche möglichst wenig Stücke ent 
halten Einp solche Eelation mtifs im allgenieiuea viei 
Stücke enthalten, und man kann dann nutteli? der&elben 
eins \on diestn btncken he&tiramen, solaUl die diti 
ubngen gegeben imd Eine Gleichung zwischen drei 
Stucken wud nui möglich sein, wenn zwei von die&en 
das dritte bestimmen, aKo nui /wiacheu den drei Win 
kelti Eine KeUtion /wisuhen fünf btucken kann auch 
\ Ol kommen abei dann muls noch eine \on diebei nn 
abhanyige Kelation /wischen denselben fünf Stucken 
gegeben sein, damit man zwei deiselben als Unbekannti 
dmch die diei übrigen finden kann Ans einer Rehtion 
neiden andeie derselben Äit duith Vntansrhun^ dti 
Buchstaben ahgeleitet 

Die Hauptrelation GH finden statt zwischen 

3 Seiten imd 1 Winkel (A), 

2 Seiten und 2 gegenüberliegenden Winkeln {B), 

2 Seiten, 1 anliegenden und 1 gegeniiberliegeiuh'n 

Winkel (C), 

3 Winkeln (i?). 
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.A 



Zieht man BD^AC, 
so hat man für alle Drei- 
ocko 

y'^ ! \ » BD = a mi y = i-sin a {a) 

/ j \ und, da 

,Z* 1 _Jl\, JC==J7> + i>C, 

b = acosy + aeosa. (b) 

Ist eiuer der Winkel a oder ;• stumpf, so fällt die 

Höhe aufseidiall) dea Dreiecks: aher l-'ormel ih) behält ibro 

Gültigkeit, weil der cos dann negativ wird: (5) if^t eine 



Relation zwischen 
analoge, nämlich 



fünf Stücken und lial 



acoeß -V- bcosa- 
a = bcosy -)- caosß: 

iiU'st sii-ii auch achreiben 

Quadriert man (a) und (c) iitid addiert, 
n, da sin'^ <p -\- cos^ {!>■■«■■= ] , 



andcn' 



irliait 



und diese mit den analogen 

r;- = a'^ -4-- ft^ — 2abcosy 
stellt die ßelationen der ersten Art dar. 

Dasselbe erhält man aus der Figur, denn 
u' =BI>^ + DC^ und BJ)^csinu; DC^h — cmsa. 

Die drei gefundenen Gleichungen sind unabhängig 
von einander und enthalten die sechs Stucke des Drei- 
eckb. Dieselben können also nur Bestimmung von dveieii 
dienen, ivenu die drei übiigen gegeben sind; doch Kieht 
man vor bierfiii- andere mehr geeignete Itelationen ab- 
zuleiten. 
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{a) mit den analogen läfst sich sclireihon 

-- = -^ = -J- ■ (B) 

dies sind die Kelationeu der Kweiten Ait, von deiioii 
indessen die eine ans den beiden anderen hervorgeht. 

Die Relation der dritten Art erhält man, wenn 
iiidii (ß) durch (c) dividiert: 

tffy ^ --^.... (C) 

^ ' b — ecosa 

Durch VertauHchuiig von a und a mit ;9 und h 
prhält man 

nß 
■,co-,ß- 

Für Ufa und tgß erhält man vier analoge Aus- 
drücke. 

Dasselbe erhält man aus der Figur, denn 
BD 

Es lie^t in du Natui dei Sache tUIi, eine ßeiatioti 
/ivischen pinei Seiti uüd den diei TVinkeln unmöglich 
lat, dl mau ans emei solchen die Seite mlifate be- 
stimmen kuüneii, \\enn drt diei Winkel gegeben wären, 
bucht mau eine soiohe daduuh /u bilden, dafs man 
»ua diti Gleichungen zwei \ön den beiten eliminiert, 
so wird die diitte feeite \on selbst \ei schwinden, und 
man g( langt zu einer Relation vieitei Ait zwischen den 
diPi Winkeln Am imfachsten gesfhieht dies durch 
Benutzung von (6) und den analogen: 

a = hcosy '\- ccosß, 

b = acosy -{- ccosa, 

G = acosß '\- bcona- 
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Die Elimination von a, b und c 
— 1 cosr c. 



oder 



cos ■)■ — 1 cos a 
' 00» ß cos a — ■ 1 



Diese Gleichung iäfst sich aus der Gleichung u + 
ß ^ Y = 2H ableiten, denn im entgegengesetzten Falle 
würde ein Winkel eines Dreiecks die beiden anderen 
bestimmeß. Doch ist sie allgemoinor, was am leich- 
testen deutlich wird, wenn man sie ■/,. B. mit Beziehung 
auf cosa löfst. 

Alle gefundenen Gleichungen sind homogen mit 
lieziehuug auf die Seiten und verändern sieh nicht, 
wenn man statt «, h und c die Werte ma, mb und mc 
einsetzt. So zeigen die Formeln [A), dafs Dreiecke 
gleiche Winkel haben, wenn ihre Seiten proportional 
sind, die Formeln {C). dafs sie gleiche Winkel haben, 
wenn in ihnen ein "Winke! gleich und die denselben 
einachliefsenden Seiten proportional sind. 

Aus den gefundenen Relationen leitet man ForTiiehi 
zur Auüösuüg der Dreiecke ab. 



Erster Fall. 




Gegeben «, h, e. Gesucht , 


". /?. r- 


Aus {Ä) erhält man unmittelbar 




/,2 J_ ^2 _ 0^ 

2bo 




»•^--±£^-»--°- 


2ab 



Die erste Formel (46) zeigt, dafs, je nachdem 
b'' + e^^a\ auch cos« = 0, folglich a^R, wie aus 
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der Geometrie bekannt ist. Diese Formeln lassen sich 
anwenden, wenn a, b und e kleine untl einfache Zahlen 
sind; ist das nicht der Fall, so müssen sie durch andere 
Formeln ersetzt werden, welche für logarithnüsche Rech- 
nung bequem sind. Solehe erhält man, wenn man a 



Man hat nämiieh 



= V 






') 



Bezeichnet man den halben Umfang mit s, also 
a + 64-c==2a; a+i.~c= 2(s— c); a—b-\-c = 2{s—h); 

-« + 6-Hc = 2(.~«), 
so erhälL man 

und auf ähniiche Weise 

— V Abc " r ibc 



Abc ^ ibc 

tEMES 

bc 
Hieraus erhält man wiederum 



Y- 






(48) 



(49) 



.2»«i»4 -£;V.(.-«)(.-ij(»-«y--". (SO) 
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.« - J-/.(.-«j(.-T)(.^.). (51) 

Da der Ausdi'uek M symmetrisch ist und also durch 
Vertauschimg der Seiten nicht verändert mrd, so erhält, 
man gleiclifalls 

sinß = hM-, Riny = cM. 

Der für cosa gefundene Ausdruck ist immer reell: 
die Auflösung ist möglich, wenn der Wert desselben 
zwischen +1 t^u"! — 1 M\i:, man miifs also haben 

1 ■> ^ — - , woraus a~>b^o oder a ~> e—b, 

je nachdem b oder c die gröfsere Seite ist, und 

— 1 <1 - "^-^i^-- ■■ woraus b + Oa. 

Die analogen Bedingungen dafür, dals cos ß und 
eos-}- zwischen die Grenzen +1 und — 1 fallen, sind 
dieselben wie diese, nur auf eine etwas andere Art ge- 



i imaginär . a >• 1 
,«2 ^ ^ , sm-^ imaginär' 

folglich tg^ und dna imaginär werden. Berechnet man 

die Winkel mittels ihres sin, so erhält mau Kwei Auf- 
lösungen (Supplementwinkel), und das Vorzeichen des 
cos mufs dann entscheiden, welches die richtige ist. 
Sucht man alle drei Winkel, so benutzt man am be- 
quemsten tff^. Als Probe für die Richtigkeit der Rech- 
nung dient daun die Summe der drei Winkel, die {sehr 
nahe) 180" betragen mufs. 



y Google 



. — 37 

) = 13 also 

: — 40 



s — 45 log' — 1.65321 

, - o — 8 fcy (» ~ o) — 0,90309 

> — S — 32 foj (! — 6) — 1,50515 

, — c — 5 log{i—e)~ 0,69897 

%'!/| — 9.82391; %ls§ — 9,22185; 

%'J2 — 10,02803; 
% — 67°22'49"; /9 — 18"55'29"; r — 93°41'42". 

81. Bestimme deii gröCsten Winkel eines Dreiecks mit 
den Seiten «^ -f- a + 1, 2a + 1 nnd a^ — 1. 

82. Bestimme die Winkel einea Dieieclis, dessen Höhen 
sich wie 5.6:7 verhalten. 



Zweiter Fall. 




Gegeben a, b, y. Gesucht a, ß, c. 




Man hat sofort: 




1.« /"'■ ; Ujß '"■"'■- .. 


. . (52) 


e- _ a- + f~2aicc.y. 


(53) 



Diese Formelu eignen sich nicht für den Gehrauch 
der Logarithmen. Soll c allein bestimmt werden, so 
kann man folgendermafsen verfahren: 
(-2 = (a + i)'^_2(t6(l + cos^) = {a-{-by — iabcos-^^ 



: {a—b)'^ + 2ah(l — cosy) = {a — by^ + inbs} 
4.ab sin"- ^A 



= (« - b)^ [l 



{a~-by 
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Setzt man nun beziehungsweise 

2Väbcos{^ 2Väb8)n 
— '%&; y- 



' = tffd,, {04} 



a + b 
so erhält na an 

c = (a+b) cos 9 oder c = {a — b)sece^. (55) 

Nachdem njan 9 oder ö, aus einer der Gleichungen 
(54) bestimmt hat, erhält man c aus der entsprechenden 
Gleichung (55). sin 9 wird immer <1, da stets a + b 
>2l/aö*). Die Formel ist eigentlich nicht logarithmiseh 
gemacht, da man $ suchen mufs, aber der Ausdruck 
verlangt ein weniger zahlreiches Aufschlagen der Tafel 
als der ursprüngliche und ist oft in den Zwischenreeh- 
nungen bequemer. 

Sucht man sowohl c wie a und ß, so verfährt man 
folgendermafscn : Man erhält aus (B) 



(56) 





a 


+ ö sina + sin;9 sina + sin/9 






cosi(o + ^) sinir 


oder 


cos}(«-Ä cosJ{«-«' 

_1_. sinj Bin(« + « 

— b "sin« — sin ;3 sin a — sin/3 






sini(<,+,S) cosi,- 


also 


sin>(a-/?) sini(„-/))' 


und 


hiera 


ns dnrcli Division 

tslW-ß'l - ^l»"ir- 



(57) 



*) Mail hat nämlioli immer, wenn a uud b ungleich sind, (a — b)' 
>0, oder, wenn man beiderseits 4ab addiert, (a-i-l))' >■ 4aÖ, 
woraus « + &>2Va(i. 
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Mittels dieser Formel findet man l{a~ß); ferner 
but man i(« + y?) = 90 — ir* Durch Addition dieser 
Winkel erhält man «, durch Subtraktion ß. c bestimmt 
man, wenn \{a — ß) gefunden ist, durch eine der For- 
meln (57). Am besten verfährt man, wie das folgende 
Beispiel zeigt. 

a = 37: 6 = 13; ;- = 93"41'42". 
logc + logdn^{a~ß) = 1,21523, 
löge -^ log cos }^{a — ß) = 1,56201, 
woraus durch Subtraktion 

logtg\(a—ß) = 9,65322, 
\{a--ß) = 24''13'40"\ «■= 67°22'49"; 
\(a-^ß) = 43° 9' 9"( ^ = 18°55'29". 
logsin\(a—ß) = 9,61317, logcos'^{a—ß) = 9,95996, 
worauf die beiden ersten Gleichungen gehen 
logc= 1,60206(5); c = 40. 
In der zweimaligen Bestimmung von logc hat man 
eine Kontrole für die Kichtigkeit der Eeehnung; der 
kleine Unterschied, der sieh bei obigem Beispiel ergiebt, 
rührt von der Tafel her. 

Sucht man mir n, so hat man 

sin 9 = EÄ i.-os46''50'ol", 

50 

hgsine = 9,77815; Ö = Se^öS'll"; 

logc = log(a + b)'\-logease =■ 1,60206. 

83. In einem Dreieck beträgt der eine Winkel 55°, und 
die denselben einschliels enden Seiten sind ebenso 
grofs wie die Katlieten eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, in dem der eine spitze Winkel 40° ist. Man 
suche die übrigen Winkel. 

84. Von einem Schiffe aus wurde ein anderes, welches 
demselben parallel segelte, anter einer Abweichung 
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von Word vou a° gesellen; nach einer Stunde be- 
trug' die Abweichung ß° und nach einer foraeren 
Stunde ;-''. In welcher Richtung segelten die Schiffe? 
Es mrd angenommen, dafs beide Schiffe gleieh- 
föi-mige Geschwindigkeit besitzen. 

rjtter Fall. 

Gegeben «, h, a. Gesnclit ß, ^, c. 



<: = b cos u -'r a cos ß = beosa-4zVa^ — b^än^a, (60) 

ivenii man cosß daich den gefundenen sinß ausdrückt. 

Ferner 

,,j„ j, == ^J!l^ = ^iüi' [b cos a ± Va-'-~b'isin''u). (61) 

Für bsina > a wird änß > ] und die übrigen Äiis- 
drucke komplex, also giebt es in diesem Falle keine 
Lesung 

Ist b&ina = a &o ibt das Uiuet,! w nn « spitz ist, 
n,chtwinkltg d nn min eiliält mß^l =-beosa. 

X'ii buno<^tt SO erhält y5 da dbrfelbe durch seinen 
in bestnimit wud nvei Weite (Supplementwinkel); die- 
sen entsprechen zuei Werte für c di he Wurzelgröl'se 
ttii acoiß eingefetzt ist und also dasselbe \ orzeichen wie 
(,os;9 hat so ist dieselbe positiv 7U nehmen, wenn ß 
spit? negativ winn ß stumpf ist Dei letztere Fall 
kinn einen negtitiven Wert fui c eig ben der zu ver- 
werfen ist Folgende Fille können eintiefen: 
1) Ist a spitz ?D ist bi.0 a pmitiv und beide Lösungen 

find Irin hbii sofern 



woraus b'^{co), u -{- sm" a) > a^ odei b>a 
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Die Aufgabe hat also zwei Auflöanngen, wenn die 

a gegenüberliegende Seite kleiner, aber nur eine, wenn 

sie gröfser ist als die anliegende Seite. Für 6 = a wirrl 

der eine Wert von c NuU. 

2) Ist « stumpf oder recht, so kann man die Wurzel- 

gröfse nicht negativ nehmen; also eine Lösung für 

a > 6, keine für « < 6. 

Diese verschiedenen Fälle lassen sich leicht an 
einer Figur zur Anschauung bringen. 

Da die gefundenen Formeln mit Ausnahme von 
(59) unbequem sind, so benutzt man in der Praxis am 
besten den Winkel ß zur Bestimmung der übrigen Stücke- 

Beiap. 1. 

«— .533; 6 = 317; « =- 103°41'8". 

miß = ~— ; logsinß = 9,76182; ß = 35=18'; 

y ^ im'—{a + ß} = irO'52"; 



a == 67,46; b = 811,4; a = 6''ir20". 
Man hat (Kibsina, also Iceiue LOsung. 
Beisp. 3. 

„ = 20-, b = 30; a =-= 30". 

( 48°35'25" 
W-'/5 = 9.87506; ß = [ ^^^.^^...y. 
Da «< t, so sind beide Werte braiichhar; mau erhält 

und für c Kwei 'Werte, bestimmt durcli 

.01=24' 

n30° 

i 39,21 
m,thmc==, 
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Vierler Fall. 

Gegeben a, ß, c. Gestrebt a, b, y. 

Fünfter Fall. 

Gegeben a, ß, a. (jesucht h, c. y. 

sin« 

85. Ein Scliiff befindet sich nördlicli von einem Hafen 
in der Entfernung a. Der Wind ist südlich mit 
einer Abweichnng von a° , und das Schiff kann 
gegen den Wind segeln mit einer Abweichung von 
ß°{ßr>a). Wie lang ist der Weg, den das Schiff 
zurücklegen mufs, um in den Hafen zu kommend- 
Fernere Bestimmung des Dreiecks. 
26. Man hat für den Flächeninhalt 

F ^ \abdnY, (02) 

wo a die ürundlinie, b dny die Höhe ist. 

Der Flächeninhalt wird also gemessen durch das 
halbe Produkt aus zwei Seiten und dem sin des ein- 
geseUossenen Winkels. 

Setzt man siny =■ cM, SO erhält man den Inhalt 
ausgedrückt durch die drei. Seiten: 



F= i^ahcM = V8(8 — a)(3 — b)(s — c). (63) 

Setzt man in (62) b = ■■--■- , so erhält man den 

Flächeninhalt ausgedrückt durch die Winkel und eine 
Seite, nämlich 

F^ ,^,sin_^_SEr. (64) 
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F wird ausgedruckt durch a , b «nd u , wenn man 
in (62) den aus (61) entnommenen Wert von siny ein- 
setzt, aber der erhaltene Ausdruck ist unbequem. 

Zieht man Linien vom Mittelpunkt des einbeschm- 
benen Kreises bis an die Eckpunkte, so wird das Drei- 
eck in drei andere geteilt, welche sämtlich den Radius 
p des einbeschriebenen Kreises zur Höhe haben und 
deren Grundlinien beziehungsweise a, h und c sind. 
Man hat also 

F ^ ^pa-\- \ph-\- \fjc = ps, (65) 

und folglich 

Auf dieselbe Weise findet maa für die Kadicn der 
äufseren Berührungskreise 

= — -■ =-:^- -= -— 

worin der Index diejenige Seite angiebt, deren Berüh- 
rungspunkt zwischen ihren Endpunkten liegt. Ans 
diesen Formeln und (63) ergiebt sich wieder 
PP^^Php, = F''- 
Ferner ergiebt sich aus der Figur oder aus (49) 
und (64): 

'4-^^ '4-^^ '4-7^.- 

Setzt man in (66) F = ps, so erhält man, da 



n^sin^ 



2' sin« ' '^ sin« -4- sin/9 + sin;-' 

worin der Divisor (vergl. unten Beisp. 1) sich umformen 

läfst in 

« p r 

4 cos s- cos 'k- cos^. 
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folglich , wen 
imd verkürzt, 



man im Dividenden § und ^ einführt 



P = 



sin \ ß sin \ y 



(67) 



Dieselbe Formel erhält man leicht aus einer Figur; 
man hat nämlich, wenn man die Linie vom Kreiamittel- 
puükt bis B mit / bezeichnet, 



hieraus ergiebt sieh l 



, welcher Wert in den 



cos \ a 
Ausdruck für p eingesetzt wird. 

Ähnliche Ausdrücte ergeben sich für /jb, pj, und pe- 
Die Ausdrücke für p aus «, b und f, sowie aus 
rt, b und a werden nicht bequem für die Eechnung mit 
Logarithmen. 

j^ Beschreibt man um das 

Dreieck ABC einen Kreis und 
zieht den Durchmesser BD, 
so erhält man, wenn man den 
Radius mit r bezeichnet, aus 
dem rechtwinkligen Dreieck 
BDC 

oder, da aB =■" a, 

a^2rsina. (Ö8) 

Zwei von den in dieser Formel enthaltenen Stücken 
bestimmen also das dritte, wie auch die Konstruktion 
zeigt. Setzt man dna = aM, so folgt 




_1_ 



(69) 
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Durch Multiplikation von (69) und (ß3) erhält ijian 
die aus der Geometrie bekannte Formel 

abc = irF. (70) 

Drückt man « und b in (62) mit Hülfe von (68) 
aus, so erhält man 

F= 2r^^nadnßsmy. (71) 

Bezeichnet man die Linie, welche a halbiert mit 
ci'a, so ergieht die Anwendung von (62) auf die beiden 
Teildreiecke 

Ibcsiria =- Ibwasin^a + i^cwasin^a, 
oder 

fesina 26c cos ^a 

"'" = (5 + c)sini« ~ b + c ■ 

Bezeichnet man die von B gezogene Mediane mit 
mi, die Winkel, in welche dieselbe ß teilt, mit ß^ und 
ß^ , und zieht man von der Mitte von b aus eine Pa- 
rallele zur Seite c, so entsteht ein Dreieck, dessen 
Seiten ^a, |c und mj, und dessen Winkel ßj, ß^ «nd 
180° — ß sind. Sind a, o und ß gegeben, so lassen sich 
also TOf,, ßi und ß^ bestimmen. (Zweiter Fall.) 

Beisp. 1. 

In jedem Dreieck ist 

Es ist 8inj- = mii(a-\-ß); mittels (44) erhäit man 

sina + sinß + sinr 

= 2sin^(a + ß)cosUa-ß) + ^sm^(a + ß)cosUa + ß) 

= 2 sin i {« + ß) [cos H« - Ä + c"« * (« -t- ßJ] 

= icosiaco^lßcos^r- 

Beisp. 2. 

In jedem Dreieok ist 
tga + tffß + t!/r = tgatgßtäY (vergl. Beisp. 25). 
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Beisp. 3. 

Dor Flächeninhalt eines Vierecks ist gleicli dem haibeu 
Produkte aus den Diagonalen und dem sin des Winkels, 
den dieselben einschlielsen. 

Das folgt, wenn mau die Flftehenintalte der beiden 
Dreiecke ausdrückt, welche eine Diagonale zur gemeinschaft- 
lichen Grundlinie tahen, und dieselben addiert. 



Winkel und Fläche ninhalt eines Selmenviereclss mit den 
Seiten a, h, c und d zu finden. 

Bezeielmet (ab) den Winkel zwisclien a und b, so er- 
hält man, wenn man das Quadrat der Diagonale zweimal 
ausdrückt und beachtet, dafs cos(ah) = — coa(cd), 

«ä -(- ö^ __ 2abcos(ab) = c^ + d^ + 2cdcos(ab); 

• ' 2 [ab ^ cd) 

oder, wenn man den Umfang mit 2s bezeichnet, 



2(.-c)(.-i) 
ab -\- cd ' 



2(.~»)(,-J) 



IjJ(oS) ■ 



l/ (.-a)(.-i) 
" V (<-c)(.-<i)- 



BezeicbDet man den Flächeninhalt mit F, so hat man 
r = iabeiniai} + ^cdsin(c<l) = ^ {ab + ai) siniab) 
- (oS + rf).ml("»)~ä(«»). 
oder 

F _ l/(>-a)('— »)(<-»)(»— <«■ 
Für (Z = erhält man den für das Dreiecl; bekannten 
Ausdruck. 
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Beisp. 5. 

Den r lach eiiinli alt eines vegulären n-Ecks zu finden. 

Bezeichnet man äen Eadins dea umbeschriebeneii Kreises 

mit r, so wird die Seite 2rdn—, der kleine Radius rcos— , 

folg'ljch der Inhalt 

Dasselbe erlifllt man sofort durch Anffeudung von (62) 
auf das Centraldicirck. 

BHsp 6 

Ton emom Dieieck sind y, c nnd «-)-6 = s gegeben: 
man soll die übii^en Stücke bestimmen. 

Man hat 

c-i ^ i^^ + iy - 4:abcosH,r, 
also 

iab = is^ — c^)sec^^r- 

a und b sind min leicht als Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung zu bestimmen. 

Aus (56) ergiebt sich 

und hierdurch findet man a und ß wie im zweiten Fall bei 
der Auflösung der Dreiecke. 



Gegeben sind a, und die Projektionen der eiuschliüfseiiden 
Seiten auf a («, und a^)- 
Mau hat 

woraus 

«i + «. _ ««« . 

«,-«. ^miß-rr 

hieraus ergiebt sieh ß — j- und dadurch ß und y, c imd 
h berechnet man am einfachsten, nachdem ;- und ß be- 
stimmt sind. 
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Sind a, c, 6 und d vier Punkte, welche s 
selben Geraden liegen, dafs 



und verbindet man dieselben mit einem beliebigen Punkt ( 
dann ist aucli 



Man liat nämlich 

A C0& cb ho . oc sin cob ' 

A doa da ao .od sin doa 

A doh dh ho . od sin doh 

Setzt man diese Ausdrücke in die gegebene Gleietung 

ein und verkürzt, so erhält man das angegebene Eesultat. 

Beisp 9 

Die Seiten eines DieiPcka bilden eine aiithmetische 
Keihe Dei Flächeninhalt desselben betiagt ^ lon dem In- 
halt eines gleichseitigen Dieieiks von dimaelben Umfang 
Man bestimme die Winkel 

Bezeichnet man dio Seiten mit a — i, « und 'j-\-x, 
•,a eihalt das gleichzeitige Dieieck die beite «, alsu den 

Inhalt -T-V^ Das gesuchte Difieck hat zufolge (63j den 
Inhalt l/|o2(^aä_^2-). 
Man hat also 



VW{\a--~ 



Die Seiten des Di'eieeks sind also 

}«, » ..d j«. 

Da die "Winkel nur von den Verhältnissen der Suiten 
) kann man a = 10, & = 6, c^l4 setzen; 
mittels (48) erhält man dann 

« = 2r47'12"; S==38°12'47"; r = 120°. 
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Beisp. 10. 

Eine unzugänglielie Mauer AB wird von einem Punkte, 
östlich von dem einen Ende, unter einem Winkel v, und 
von einem Punkte, südlich vom anderen Ende, g-leiclifaJls 
unter einem Winkel v gesehen. Die Entfernung der beiden 
Punkte ist «. Beweise, dafs AB^ atgv. (Benutze (68).) 

Beisp. 11. 

Von einem Punkte inneitialb Pines gleiohaeitigen Drei 
eoks ■lind Limen ba in die Eni puni te gezogen Die Winkel 
um den Punlrt sind bozioliung^w eise 11)0" 170° und 90° 
Man soll die übrigen Winkel dei Pigur bestimmen 

Ziiei \on den Linien und zwei von den Seiten bildpn 
ein \iPierk diduicli eihllt man die bumme vm zwei dei 
gesuchten AVmlel Daiauf kann man das \eihaitms ihiei 
sin bestimmen und dann die eiste Foimol (44") benutzen 

Übungsaufgaben 

Sf) In eiiiei Kiei'j mit I m Kadius > i f nn \ii,i(. k 
beschiieben dessen Eckpunkte die Peiiphene in 
Bogen von a ßj j und S Giad teilen Bestimmt 
den Fllchenmhalt les "Vieiei'ks und bestimme die 
Summe der Giade von zwei gegenübei liegenden 
B gen wenn lei Fl i henmhalt und die Übiigeu 
Gl Olsen gegeben sind 

S7 Ti einem Tangenten Viereck ibt Z.A^=7()° Z_^ 
= S0° AB =11 und LC --13 Man siehe dit 
fehlenden Stituke 

ys Bestimme die 'Stucke mes Dieicl s A\en i ß — ; 
und hl -\- kc gegeben sind 

89. Um zwei Eädei, deien Eadien Im und 3,3 la und 
deren Centrale 9 5m sind, boll ein Ti eibiaemon ge- 
legt werden. Wie lang mufs deiselbe sem^ 

90. Bestimme ein Dreieck aus a, r und p 

91. Bestimme die Summe der n ersten friudei dei Reihe 

swia + sm2a + smSa + 
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t 1 t, 1) -^ li It fc t It b 

8t mm dSmlldL Ih m 

TümspUb dELpUg i 

93 A K m t d m Kad 1 
dmlb Pinkt Tgteiud Sit 

g IliiatlT tdWkl 

b Id t M 11 1 ib 1 tt d S k t b 
li 

94 W b t mmt nnji I L d 1 1 M tt li kt 

gl PI Ib d 11t 

r il 1 tnk b li d t 

95 Z K mt d I 1 d h d 

h t d W k I 1 -t b 

m T g t 
91 mDkd blib K 

1 M U Ip kt li t i rA= OB — 
OC=p Z b 1 f 

97. Welche Gleieliuiig hat die Wurzeln 

6 "* " 

1 
wo p gleich — 1 Ulli -{-1 lud ■^'"s" '^ «{Ti^ "'' 

98. In einem leolitwinkligen Dieieck ist die Hypotenuse 
dui'cli Linien weiche vom Scheitelpunkt des rechten 
Winkel aus gezogen sind in drei gleiche Teile ge- 
teilt. Dei lecht-e Winkel wiid dadmcii in drei 
Teile geteilt loii dpnen dei mittleie a ist; wie 
grofs sind die beiden -iiideren 

99. .Auf dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels 
p liegen die Punkte A und B auf dem anderen 
der Punkt ( Bestimme den Winkel ACE, wenn 
die Entfeniungen dei Punkte \ ra Scheitelpunkt 
des Winkels beziehungsweise a b und ., sind. 
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Von einem Sehnenviereek kennt man zwei gegeii- 
ilb erliegende Seiten und die Winkel. Wie berechnet 
man die tieiden anderen Seiten? 
Von einem Viereck sind die vier Seiten gegeben 
nebst der Linie, welche die Mitten von zwei gegen- 
überliegenden Seiten verbindet. Bestimme die 
Winkel zwischen je zwei gegenüberliegenden Seiten. 
Wie bestimmt man die Winkel eines Dreiecks, 
wenn die Kadien der äiifseren Berfiliningskrcise 
gegeben sind? 

Zwei Sehnen teilen eine Kreiaperipherie in Bogen 
von gegebener Gi-adanzahl. Nach welchem Verhältnis 
teilen sich die Sehnen? 
Bestimme die Stücke eines Dreiecks aus «, ii nnd On. 
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Die spMriaclLen Grundformeln. 



1. Eine durch den Mittelpunkt einer Kugel gelegte 
Ebene schneidet diese in einem gröfsten Kreise. Die 
Endpunkte eines auf der Ebene eines gröfsten Kreises 
senkrecht stehenden Durchmessers heilsenPole desselben. 
Die Entfernung zweier Punkte auf der Kugelfiäche wird 
durch den Bogen des gröfsten Kreises gemessen, der 
sie verbindet ; derselbe wird in Graden ausgedrückt oder 
in reinen Zahlen, für welche der Eadius der Kugel die 
Einheit ist. 

2. Ein sphärischer Winke! oder der Winkel zwi- 
schen zwei Bogen gröfster Kreise ist der Winkel, welcher 
von den an diese in ihren Durchschnittspunkt gezogenen 
Tangenten gebildet wird. Da jede von diesen Tangenten 
in der Ebene des zugehörigen gröfsten Kreises liegt 
und senkrecht auf der Durchschnittslinie dieser Ebenen 
steht, so ist ihr Winke! gleichbedeutend mit dem Nei- 
gungswinkel der Ebenen. Derselbe wird ein rechter, 
wenn jeder von den gröfsten Kreisen durch den Pol 
des anderen geht. Ein sphärisches Dreieck wird von 
drei Bogen gröfster Kreise begrenzt: dasselbe erhält 
drei Seiten und drei Winkel. Zieht man von den Eck- 
punkten Linien bis an den Mittelpunkt der Kugel, so 
entsteht eine dreiseitige Ecke, deren drei Kantenwinkel 
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(Sut(n) i^leuh den Im 'leiten dis bptnu'> lun Dreiecks, 
und deren Neigungswinkel gleich den WmLeln des Drei- 
ecks weiden Die Bezeichnung iler Seit«n und Winke! 
ist dieselbe wie beim ebenen Dreieck 

3 Von den sechs Stucken tmts siihäuschen Drei- 
ecks lassen sich im allgemeinen drei heftimmen, wenn 
die drei übrigen gegeben sind, da man Rehtionen zwi- 
schen vier beliebigen Stucken aufstellen kinn Diese 
können stm 

1 Winkel und 3 Seiten. [A) 

2 Winkel und 2 gegenüberliegende Seiten. {B) 

2 Winkel, 1 anliegende und 1 gogcnüberliogcnde 
Seite. (C) 



(-Ö) 



3 Winkel und 1 Seite. 

sei der Mit- 
telpunkt der Kugel, 
ABC Ars sphärische 
Dreieck. Man falle 
CE senkrecht auf 
die Ebene A OB, 
ziehe EF ^L OB, 
EDXOA. 

Dann hat man 
wie bekannt 
CDl-OA;CFJ-0.ß 
und folglich 

/_CDE= a; ^CFE^ ß; 
CD = dnh, 0]} = cosb; CF^sina, OF^cosa. 

Nun ergiebt sich aus den Dreiecken CDE und CFE: 
CE = CD sin « = an h mi « ; CE= CFs'in ß^sina sinß, 
folglicli 
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ilics0 Gleichung läfsfc sich mit den aualogun auf die Form 

^}]^ ^ pa ß _ siny 

sina sin b sin c ^ ' 

bringen, welche die Eelationen der zweiten Art darstellt. 

Zieht man OJ? und setzt ^BOE^a-, ^FOE^y 

= c-—w, so hat man 

0^= OEcos{c^.v) = OKcosoaosa!-{- OEsincsinx, 

aher 

0;*'=™««; OEcosx^OD^cosh; 

OEsina: ^ DE = DCcosa = sinbcosa, 

mithin 

cosa = Gosbcosc -\- sin b sine cos a; (A) 

diese Formel nebst ihren analogen macht die Relationen 

der ersten Art aus. Ferner ist 

EF ^ OEsm{c~x) = OE sine cos <v — OEcososiiio!, 

aher 

EF = CFco.'iß = sina cosß; OEcos.v =- 0J> = toä/'; 

OEsins! = DE =^ DCcosa = sinbcosa, 

mithin 

sinacosß = cos b sine — sinbeoso coso. («) 

eine Relation zwischen fünf Stücken, zu der noch fünf 

analoge gehören. 

Dividiej't man {«) durch die Gleichung 

änasi.nß = idnb sina, 

so erhält man 

cosisinc — sinicosccos«! 

cot;? == -. — -.-—■ — 

' sincsina 



, , eosösina — sin i eosacosrl 

cot,9 = ^-, — -. ''-\ 

' s 1 n 6 s 1 n ;- J 



(C) 



wo die letzte Gleichung aus der ersten durch Vertauschung 
von a und « mit c «nd y gebildet ist. (C) nebst den 
beiden analogen Paaren stellt die Relationen der dritten 
Art dar. 
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